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§5 積分の定義

この節を通して，X を有限測度空間 (Ω, F , µ) 上で定義された可測関数とする．この節

で，可測関数Xの有限測度 µによる積分を定義する．

定義 5.1 (階段関数の積分の定義)� �
X が階段関数の場合, 即ち,

X(ω) =
k∑

j=1

αjIAj
(ω), αj ∈ R, Aj ∈ F , Ai ∩ Aj = ∅ (i ̸= j),

と表されている場合, X の µ による積分を

(5.1)
∫
Ω
X(ω)µ(dω) =

k∑
j=1

αjµ(Aj)

で定義する.� �
注意 5.2　

∫
Ω
X(ω)µ(dω) の値は X の表現の仕方に依らない.

命題 5.3� �
X, Y が階段関数のとき, 次の性質が成り立つ.

(5.2) X(ω) ≤ Y (ω), ω ∈ Ω =⇒
∫
Ω
X(ω)µ(dω) ≤

∫
Ω
Y (ω)µ(dω).

(5.3) ∀a, b ∈ R に対し,∫
Ω
{aX(ω) + bY (ω)}µ(dω) = a

∫
Ω
X(ω)µ(dω) + b

∫
Ω
Y (ω)µ(dω).� �

定義 5.4 (非負値可測関数の積分の定義)� �
X が非負値可測関数の場合, 定理 3.9 により, 次のような階段関数の列 {Xn}が存在
する.

(5.4) 0 ≤ X1(ω) ≤ X2(ω) ≤ X3(ω) ≤ · · · ≤ Xn(ω) ≤ Xn+1(ω) ≤ · · · , ω ∈ Ω,

(5.5) limn→∞ Xn(ω) = X(ω), ω ∈ Ω.

定義 5.1 により, 階段関数 Xn の µ による積分
∫
Ω
Xn(ω)µ(dω) が定義できる.

X の µによる積分を

(5.6)
∫
Ω
X(ω)µ(dω) = lim

n→∞

∫
Ω
Xn(ω)µ(dω)

で定義する.� �
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注意 5.5　 (5.6) の右辺の極限値は, +∞となる場合も含めて, 必ず存在する.

注意 5.6　 (5.6) の
∫
Ω
X(ω)µ(dω) の値は近似列 {Xn} の取り方に依らない.

命題 5.7� �
X, Y が非負値可測関数のとき, 次の性質が成り立つ.

(5.7) 0 ≤ X(ω) ≤ Y (ω), ω ∈ Ω =⇒ 0 ≤
∫
Ω
X(ω)µ(dω) ≤

∫
Ω
Y (ω)µ(dω).

(5.8) ∀a, b ≥ 0 に対し,∫
Ω
{aX(ω) + bY (ω)}µ(dω) = a

∫
Ω
X(ω)µ(dω) + b

∫
Ω
Y (ω)µ(dω).� �

定義 5.8 (一般の可測関数の積分の定義)� �
X が一般の可測関数の場合,

X+(ω) = max{X(ω), 0}, X−(ω) = max{−X(ω), 0},

とおく. X+, X−は非負値可測関数であるから,∫
Ω
X+(ω)µ(dω),

∫
Ω
X−(ω)µ(dω)

が定義 5.4 により定義できる. 上の注意 5.5 で述べたように,
∫
Ω
X+(ω)µ(dω),∫

Ω
X−(ω)µ(dω) の値は +∞も含めて必ず存在する. これらの値のどちらか一方が

有限のとき, X の µによる積分を

(5.9)
∫
Ω
X(ω)µ(dω) =

∫
Ω
X+(ω)µ(dω)−

∫
Ω
X−(ω)µ(dω)

で定義する.
∫
Ω
X+(ω)µ(dω),

∫
Ω
X−(ω)µ(dω) の値が共に有限であるとき,

X は可積分関数という.� �
例 5.9　A ∈ F =⇒

∫
Ω
IA(ω)µ(dω) = µ(A).

例 5.10　X = 0　 a.e. =⇒
∫
Ω
X(ω)µ(dω) = 0.
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