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科学の言語としての数学  「実験する数学」 (第６回～第７回) 

担当 川口 慎二 （附属中等教育学校） 

 
１．はじめに 

うか？ ཝᐦな論理体系からなる論ドとࡻとはどのような学問でし「数学」ࠊなさんにとってࡳ 

計算の学問だと思う人もいるでしࡻう。数学を◊✲する上でࠊண᝿を立ててそれをド明することは

必要不ྍḞな作業です。しかしࠊ「ண᝿を立てる」ẁ㝵ではさまࡊまな現象を観察したりࠊいࢁい

実≀をࠊ実際にᡭをືかしࠊな実験を⾜ったりすることも必要です。このような実験や観察にはࢁ

観ることだけではなࢥࠊࡃンࣗࣆータを用いた数್実験やシミࣗࣞーシࣙンなどもྵまれます。一

方でࠊこのような実験や観察を⾜うことによりࠊᚓられた数学的事実のព࿡や౯್が確ㄆできるሙ

ྜもあります。 
 そこでࠊ第 4 回から第 7 回ではࠊ中学校や高校ではあまりゐれることのなかった数学をࠊ実際に

ᡭをືかしながら考えてࡳようと思います。またࠊ実験を通して実際の現象を数学的に表現するこ

とのព࿡や現実世界の事象࡬の応用などについてもゐれてࡳたいと思います。 
 
２．「デタラメ」を実験する 

 世の中にはࠊ「അ然」や「デタラメ」がたࡃさんあります。例え1ࠊࡤ ಶのࣟࢥ࢖ࢧを᣺ったりࠊ

1 ⤌のトランプから 1 ᯛの࢝ーࢻを㑅んだりࠊさまࡊまなሙ面で「അ然」が㉳こります。その結ᯝࠊ

「അ然」により㑅ࡤれた数Ꮠによりࠊ「デタラメ」な数Ꮠの列ができます。 
ここではࠊそのようにしてᚓられた「デタラメ」な数Ꮠの列がどれࡃらい「デタラメ」なのかに

ついて考えてࡳましࡻう。 
 
実験１  
ձ1 から 6 までの数Ꮠを思いつࡃままにࠊୗのᯟෆに 60 ಶ書き୪࡭てࡳよう。 
 

            

            

            

            

            

 
このようにࠊ人㛫が思いつࡃままに書き୪࡭てできる஘㞧な数Ꮠの列を人工乱数とよぶことに

しましࡻう。 
 

 ղձで書き୪࡭た         のなかにࣟࢰࠊ目がいࡃつあるか数えて

のように同じ数Ꮠが「444」ࠊよう。ここでࡳ 3 つ୪んだሙྜはࣟࢰ目が 2 ಶ

できていると考え4ࠊ ಶ௨上のሙྜも同ᵝに考えることにします。 

 
ಶ 
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ճ次にࣟࢥ࢖ࢧࠊを 60 回᣺って 60 ಶの஘数をつࡃりましࡻう。これを「サイコロ乱数」と名௜け

ることにします。ձと同ᵝにᯟෆに書き୪࡭ます。その๓にࣟࢥ࢖ࢧࠊ஘数に現れるࣟࢰ目の

ಶ数はղのಶ数よりከいでしࡻうか？それとも少ないのでしࡻうか？ண᝿してࡳましࡻう。 
 
        らいであるࡃ同じࡰ࡯ঁ  

ংࣟࢥ࢖ࢧ஘数の方がࣟࢰࠊ目がከい 

  ঃࣟࢥ࢖ࢧ஘数の方がࣟࢰࠊ目が少ない   

 
            

            

            

            

            

 
なっࡃう。ᢞげ方がᝏいと上面がฟやすࡻᢞげましࡃ回㌿するようにໃいよࡃがよࣟࢥ࢖ࢧͤ 

てしまいます。 
 
մճで書き୪࡭たࣟࢥ࢖ࢧ஘数のなかにࣟࢰࠊ目がいࡃつあ

るか数えてࡳよう。またࠊ結ᯝはどうであったでしࡻうか。 
 
 
 յ最後に GeoGebra の表計算機⬟を用いて1ࠊ から 6 までの整数からなる஘数

をつࡃりࣟࢰࠊ目のಶ数を数えてࡳよう。GeoGebra の表計算でࣝࢭに 

=RandomBetween[1,6] 

とධ力してࢻラッグによりࣆࢥーすると60ࠊ ಶの஘数ができます。 
 
実験 2 

 ձ実験１でᚓられたׇ人ᕤ஘数ࣟࢥ࢖ࢧ׈ࠊ஘数ࢥ׉ࠊンࣗࣆータの生ᡂした஘数について1ࠊ
から 6 までの数Ꮠの表れた回数を数えてࡳよう。 

 
ղ次にࠊ実験１では 1 から 6 までの 6 ಶの数Ꮠを考えているのでࠊそれぞれが同じ๭ྜで現れる

のであれ10ࠊࡤ ಶずつ現れるはずです。そこでࠊ数Ꮠ )61( ≤≤ jj の表れた回数を ja とする

ときࠊ 10−ja を「ゆらぎ」とよぶことにします。このときࠊゆらぎの⛬度を表すためにࠊ「ゆ

らぎの平均値」を  ( )∑
=

−=
6

1

210
6
1

j
jaS  と定めます。 

ண᝿ 
 

 
ಶ 

結ᯝ 
 

 
ಶ 
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GeoGebra の表計算機⬟を฼用してׇࠊ人ᕤ஘数ࣟࢥ࢖ࢧ׈ࠊ஘数ࢥ׉ࠊンࣗࣆータの生ᡂし

た஘数についてࠊゆらぎの平ᆒ್をồめてࡳよう。 
 

 数Ꮠ 1 2 3 4 5 6 

ׇ 

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 ׈

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 ׉

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 
実験３ 

 ձGeogebra の表計算機⬟を用いて1ࠊ から 6 までの数Ꮠからなる 300 ಶの஘数を生ᡂしࠊそれ

ぞれの数Ꮠがఱ回現れたかを数えてグ㘓しࠊゆらぎとゆらぎの平ᆒ್を計算してࡳよう。 

 
数Ꮠ 1 2 3 4 5 6 

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 
 ղさらに 300 ಶの஘数を生ᡂしྜࠊ 計 600 回のうちࠊそれぞれの数Ꮠがఱ回現れたかを数えてグ

㘓しࠊゆらぎとゆらぎの平ᆒ್を計算してࡳよう。 

 
数Ꮠ 1 2 3 4 5 6 

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 
 ͤGeoGebra の表計算機⬟の௚にࠊExcel を用いてもよい。 
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■数学的考察 
 一⯡にࠊいࡃつかの数Ꮠをࠊそのす࡭てが同じ確⋡で現れるように஘㞧に୪࡭た数Ꮠの列のこと

を乱数といいます。 
 実験１ではࠊ人ᕤ஘数が実は஘数になりにࡃいことを実感するとともにࣟࢰࠊ目や 3 回のࣟࢰ目

がそれぞれ 10 回3ࠊ㹼4 回⛬度㉳こりᚓることを෌確ㄆして࡯しいというព図で⾜いました。たと

えࣟࢰࠊࡤ目ができる確⋡は
6
1
，3 ಶのࣟࢰ目ができる確⋡は

36
1

6
1 2

=¸
¹
·

¨
©
§  であることからも┤ち

にわかります。 

 実験２ではࠊゆらぎという考え方を⤂௓しました。ࣟࢥ࢖ࢧの 1 つの目がฟる確⋡は
6
1
ですからࠊ

60 ಶの஘数の中には 1 から 6 の数Ꮠがそれぞれ 10 回ずつ現れることが期ᚅできます。その期ᚅさ

れる回数(このሙྜ 10 回)と実際の回数のᕪの⤯対್がゆらぎです。 
またࠊ「ゆらぎの平ᆒ್」とはࠊ期ᚅされる回数を平ᆒ್とࡳたときࠊそれぞれの数Ꮠが表れる

回数の           をព࿡しています。一⯡にࠊ期ᚅされる回数をN とするとࠊゆらぎ

の平ᆒ್は N ⛬度になることが知られています。 

 つまりࠊ期ᚅされる回数(つまり平ᆒ್) N に対するゆらぎの๭ྜはࠊ
NN

N 1
=  となるためࠊ

期ᚅされる回数が大きࡃなるにつれてࠊゆらぎの๭ྜは 0 に㏆࡙いていきます。 
 このようにࠊが大きࡃなるにつれてゆらぎが小さࡃなることからࣟࢥ࢖ࢧࠊを᣺る回数をどんど

んቑやしていけࠊࡤ次第にそれぞれの目がฟる確⋡は
6
1
に㏆࡙いていࡃことになります。 

 つまりࠊこの実験２は「             」を確ㄆするための実験だったといえるの

です。 
 
３．酔っぱらいを数学で観察する 

 さてࠊ⾤で見かける「デタラメ」なᵝ子といえࠊࡤ酔っぱらいのお∗さんが༓㫽㊊でࡩらࡩらと

Ṍいているሙ面もその 1 つといえます。お㓇を㣧んですっかり上機᎘のお∗さんはࠊ㠜をᢪえてྑ

にフラフラࠊᕥにフラフラまっすぐṌࡃことができまࡏん。そんな酔っぱらいのṌࡃさまもࠊ஘数

を用いて「デタラメ」を捉えることによりࠊ数学的な法๎性が見えてきます。 
 
実験４ 

 ձはじめに数┤⥺上のཎⅬ O にいる酔っぱらいが数┤⥺上を⛣ືします。ࣟࢥ࢖ࢧを᣺って1ࠊ, 
2, 3 の目がฟたらྑに 1 Ṍ(㸩1)，4, 5, 6 の目がฟたらᕥに 1 Ṍ(㸫1)ືきます。この酔っぱら

いが 100 ṌṌࡃとどこにたどり╔ࡃか考えてࡳましࡻう。 
 
 
 
 

0 x0 1 2 3 4 50-1-2-3-4-5

37



ղࣟࢥ࢖ࢧの௦わりにࠊGeogebra の表計算機⬟を用いて1ࠊ から 6 までの数Ꮠからなる 100 ಶ

の஘数を生ᡂして1ࠊ Ṍずつ酔っぱらいのືࡃᵝ子を表してࡳましࡻう。 
  
 ͤྑ図の x㍈が数┤⥺を表 

していてࠊ y㍈が回数 
(Ṍ数)を♧しています。 

 
 ճ酔っぱらいのືきには 
  つ๎性があるのでしࡻう 

か。考えてࡳましࡻう。 
 
 մ次のṌ数のሙྜの酔っぱ 

らいの఩置( xの್)をグ 
㘓しておきましࡻう。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ṍ数 ఩置 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

O x

y

5P10P 5 10

5

10

15

20

25

30

35
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90
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■数学的考察 
実験 4 の酔っぱらいのようにࠊ≀体(人や⢏子など)が᫬

㛫とともに⛣ືする事象においてࠊ⛣ືする方ྥ(および㊥

㞳)が確⋡とともに୚えられておりࠊ᫬㛫とともにそのືき

を変えるような㐠ືを「ランダムウォーク」といいます。≉に

実験４ではࠊ┤⥺上を⛣ືするので1ࠊ 次元ランダムウォークࠊ

または直線上のランダムウォークといいます。またࠊ酔っぱら

いの⛣ືに例えられるため1ࠊ 次元ランダムウォークの問

題を「酔歩問題」とよぶこともあります。 
ランダムウォークはࠊもともと「ブラウン運動」(水にᾋか

ぶⰼ⢊の不つ๎な㐠ື)をࣔデࣝ໬したものでありࠊ᝟ሗの

ఏ㐩や≀㉁の流れの解析にも応用されています。 
 ランダムウォークが現れる現象は自然や社会にも非常にከࠊࡃẼ体分子の㐠ືやᰴ౯ࠊⅭ᭰┦ሙ

の変ືなどがᣲげられます(ヲしࡃは後㏙します)。 
 

 
 
 1 次元ランダムウォークの例としてࠊ「ギャンブラーの破産問題」とよࡤれるものがあります。 
 
実験５ 

 ձ2 人のࢠャンブラーA と B が 10 ᯛずつ࢖ࢥンをもっています。1 ᯛの࢖ࢥンをᢞげࠊ表がฟ

たら A は B に࢖ࢥンを 1 ᯛΏします。⿬がฟたら B が A に࢖ࢥンを 1 ᯛΏします。これを⧞

り㏉しࠊどちらかの࢖ࢥンがなࡃなったら⤊了です。 
 
 ղձの設定をランダムウォークで考えてࡳよう。いまࠊA の持っている࢖ࢥンのᯛ数を数┤⥺上

のືⅬ P として表すことにするとࠊⅬ P ははじめに   の఩置にありࠊ 
Ⅼືࠊンが表のとき࢖ࢥ・     P は 
Ⅼືࠊンが⿬のとき࢖ࢥ・     P は 
    ・ືⅬ P が 0 の఩置にࡃるとࠊ 
    ・ືⅬ P が 20 の఩置にࡃるとࠊ 
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0 x0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

P
 

 
 ճ20 回まで⧞り㏉してࡳましࡻう。㏵中でどちらかが◚⏘すれࡤ⤊了です。20 回までにどちら

も◚⏘しないሙྜは20ࠊ 回⤊了᫬の A の持ち金をグ㘓しましࡻう。 
 

O x

y

5 10 15 20

5

10

15

20

 
 
 
 
■数学的考察 

実験 4 と実験５ではࠊともに 1 次元ランダムウォークの問題です。これらの実験から1ࠊ 次元ラ

ンダムウォークではࠊ⛣ື(ヨ⾜)回数を nとするときࠊ⛣ື㊥㞳は nに㏆いことにẼ௜きます。

この理⏤も「ゆらぎ」の考え方でㄝ明することができます。 

 いまࠊ㸩1 㐍む確⋡と㸫1 㐍む確⋡が等しいのでࠊn回のうちࠊ
2
n
回がྑ࡬㐍ࠊࡳ

2
n
回がᕥ࡬㐍

むことが期ᚅできます。とこࢁがࠊ「デタラメ」に⛣ືしているのでࠊᕥྑの㐍む回数にゆらぎが

40



生じます。ඛ⛬も㏙࡭たようにࠊそのゆらぎの平ᆒ್は
2
n

 です。ここでࠊᕥに㐍む回数がከい

とྑࠊ このゆらぎはࠊなるためࡃ㐍む回数が少な࡬ 2 ಸとなりືࠊ Ⅼが㐍む㊥㞳は n
n 22
2

=×  と

なります。 414.12Ҹ よりࡰ࡯ࠊ n  に㏆ࡃなるというわけです。 

 
実験６ 

実験５においてࠊA と B のはじめのᡤ持金と 1 回の࢖ࢥンの⛣ືする確⋡(㉃けの勝⋡)を変えて

 。うࡻましࡳ
 ձ2 人のࢠャンブラーA が 5 ᯛࠊB が 10 ᯛの࢖ࢥンをそれぞれもっています。ࣟࢥ࢖ࢧを 1 ಶ

ᢞげ5ࠊ ௨上の目がฟたら A は B に࢖ࢥンを 1 ᯛΏします。4 ௨ୗの目がฟたら B が A にࢥ

ンを࢖ 1 ᯛΏします。これを⧞り㏉しࠊどちらかの࢖ࢥンがなࡃなったら⤊了です。 
 
 ղձの≧ἣをࠊランダムウォークを用いて 20 回まで⧞り㏉してࡳましࡻう。㏵中でどちらかが

◚⏘すれࡤ⤊了です。20 回までにどちらも◚⏘しないሙྜは20ࠊ 回⤊了᫬の A の持ち金をグ

㘓しましࡻう。 
 

O x

y

5 10 15 20

5

10

15

20
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■数学的考察 

実験６ではࠊ実験５のときと比࡭てࠊはじめのᡤ持金㢠と࢖ࢥンの⛣ື確⋡を変えてࡳました。

一⯡にࢠࠊャンブラーの◚⏘問題についてࠊ次の事実が知られています。 
ャンブラーAࢠ・ のはじめのᡤ持金がaで1ࠊ 回の㉃けにおける勝⋡が p， 
ャンブラーBࢠ・ のはじめのᡤ持金がbで1ࠊ 回の㉃けにおける勝⋡が )(1 qp =−  

とするときࠊA が B を◚⏘さࡏる確⋡はࠊどちらかが◚⏘するまで⧞り㏉したሙྜࠊ 

ba

a

p
p

p
p

+

¸̧
¹

·
¨̈
©

§ −
−

¸̧
¹

·
¨̈
©

§ −
−

11

11
 ¸

¹
·

¨
©
§ ≠ のとき

2
1

p  ， 
ba
a
+

 ¸
¹
·

¨
©
§ = のとき

2
1

p  

で୚えられます。 
 ランダムウォークにおいてࢠࠊャンブラーの◚⏘問題ではどちらかが◚⏘すると⤊了となります。

これを「吸着」といいます。またࠊ酔Ṍ問題で一方をቨにしてそれ௨上㐍めないようにするとࠊቨ

に当たってᡠってきます。これを「反射」といいます。またࠊある఩置に㐩すると␃まるという≧

ែの「滞留」も㉳こりᚓます。これらはランダムウォークの「境界条件」といわれる重要な᮲௳な

のです。 
 
４．2 次元ランダムウォーク 

 ி㒔の⾤はまるで◻┙の目のように⏫が༊分けされています。ி㒔の⾤をṌࡃ酔っぱらいはまる

でᗙ標平面上をウࣟウࣟ回っているかのようです。 

 

実験７ 

 ձはじめにᗙ標平面上のཎⅬ O にいる酔っぱらいがᗙ標平面上を⛣ືします。1 から 4 までの஘

数をつࡃり1ࠊ がฟたらྑに 1 Ṍ，2 がฟたらᕥに 1 Ṍ，3 がฟたら上に 1 Ṍ，4 がฟたらୗ

に 1 Ṍືきます。この酔っぱらいは 40 ṌṌࡃとどこにたどり╔ࡃか考えてࡳましࡻう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O x

y
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ղࣟࢥ࢖ࢧの௦わりにࠊGeogebra の表計算機⬟を用いて1ࠊ から 4 までの数Ꮠからなる 40 ಶの

஘数を生ᡂして1ࠊ Ṍずつ酔っぱらいのືࡃᵝ子を表してࡳましࡻう。 
  

O x

y

5P10P15P 5 10 15

5P

10P

15P

5

10

15

 
 
 ճ酔っぱらいのືきにはつ๎性があるのでしࡻうか。考えてࡳましࡻう。 
 
 մ次のṌ数のሙྜの酔っぱらいの఩置(ᗙ標)をグ㘓しておきましࡻう。またࠊཎⅬからそのⅬま

での㊥㞳をồめましࡻう。 
 

Ṍ数       

఩置       

㊥㞳       
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■数学的考察 
実験７では2ࠊ 次元ランダムウォークの問題です。これらの実験から2ࠊ 次元ランダムウォーク

ではࠊ⛣ື(ヨ⾜)回数をnとするときࠊཎⅬからືⅬPまでの㊥㞳は n2 に㏆いことにẼ௜きます。

この理⏤も「ゆらぎ」の考え方でㄝ明することができます。 

 いまࠊn回の⛣ືのうちࠊ
2
n
回がᕥྑ࡬㐍ࠊࡳ

2
n
回が上ୗ࡬㐍むことが期ᚅできます。「デタラ

メ」に⛣ືしているのでࠊᕥྑの㐍む回数にゆらぎが生じます。1 次元のランダムウォークでㄝ明

したようにࠊᕥྑの⛣ືのゆらぎの平ᆒ್は n
n
=×

2
2  です。つまりࠊᕥྑの⛣ື分はࡰ࡯ n  

に㏆ࡃなります。またࠊ上ୗの⛣ືについてもࠊᕥྑの⛣ືとまったࡃ同じことがいえてࠊ上ୗの

⛣ື分も n  に㏆ࡃなります。このとき୕平方の定理からࠊཎⅬからືⅬまでの㊥㞳は n2  に㏆

 。なりますࡃ
 
５．ゆらぎとランダムウォークの応用例 

 ゆらぎの応用としてはㄗᕪホ౯などがࠊランダムウォークの応用例としてはࠊブラウン㐠ືのシ

ミࣗࣞーシࣙンࠊ⢏子の㐠ືのシミࣗࣞーシࣙンࠊうわさヰのఏ᧛ࠊ感ᰁ⑕のఏ᧛ࠊᰴ౯の変ືな

どがᣲげられます。それぞれ 1 つずつ⤂௓しておきましࡻう。 
  
 ➊ゆらぎの応用「ㄗᕪホ౯」 
  実験においてࠊ 定は重要な要⣲です。より正確に 定することによりࠊ現象を正しࡃ捉える

ことができます。しかしࠊ 定には人㛫がࢥントࣟーࣝすることが㞴しいㄗᕪが生じてしまいま

す。室ෆ 度ࠊ 定ჾ具の࢞タࢶキࠊ人のືきによる✵Ẽの流れࠊ㌴の通る᣺ືなどさまࡊまな

要ᅉが考えられます。これらの要ᅉによるㄗᕪを᤼㝖するためにはࠊఱ度も⧞り㏉し 定するこ

とが必要になります。 
  例えࠊࡤ重さがW である≀体の重さを 定するときࠊ 定್のㄗᕪ W∆ が生じるとします。

つまりࠊ 定の度に 定結ᯝは WW ∆+ あるいは WW ∆− となります。 定をn回⾜ったሙྜࠊ

W∆+ のㄗᕪと W∆− のㄗᕪの生じる回数は༙分ずつではなࠊࡃ一方がゆらぎのため n⛬度ከ

。なりますࡃ W∆+ のㄗᕪの方が n回ከࡃ生じたとするとࠊ n回の 定結ᯝの平ᆒは 

n
W

W
n

WnnW ∆∆
+=

+
 

となります。したがってࠊn回の 定結ᯝの平ᆒ್はࠊ
n
W∆

だけ大きࡃなります。同ᵝにࠊ W∆−
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のㄗᕪの方が n回ከࡃ生じたとするとࠊn回の 定結ᯝの平ᆒは
n
W∆

だけ小さࡃなります。 

  どちらにࡏよࠊ 定回数nがከい࡯どずれが小さࡃなりࠊ正確な 定್に㏆࡙きます。 
 
 ランダムウォークの応用「⢏子の㐠ືのシミࣗࣞーシࣙン」ߒ 
  ✵Ẽ中に分ᩓする PM2.5 のようなᚤ小なちりや㌴の᤼Ẽ࢞スから᤼ฟされる❅⣲໬ྜ≀など

の分子はࠊ✵Ẽの分子と⾪✺を⧞り㏉しながらࠊ⤯えず஘㞧に㐠ືしています。つまりࠊ✵Ẽ中

でランダムウォークをしていると考えられます。 
  ランダムウォークをする回数nは᫬㛫 tに比例するためࠊ ptn =  ( pは 度が高いと大きࡃな

ります)とかけます。このときࠊᚤ小≀㉁がもとに఩置から⛣ືした㊥㞳はࠊ 

atn 22 =  

となります。したがってࠊᚤ小≀㉁がもとに఩置から⛣ືした㊥㞳は t に比例します。つまりࠊ

᫬㛫の⤒㐣とともに㛗ࡃなります。ᚤ小≀㉁が⛣ືする方ྥは✵㛫ෆの全方ྥであるからࠊᚤ小

≀㉁のランダムウォークはࠊ⌫ᙧ㡿ᇦにᗈがりࠊ⌫の༙ᚄが t に比例して大きࡃなることがわ

かります。このようにしてࠊᚤ小≀㉁や分子の分ᕸがᗈがっていࡃᵝ子を「拡散」といいます。 
 
■ཧ考文⊩ࠊཧ考 HP 
  [1] 「ᴦしい数理実験」ࠊ高ᮌ㝯ྖࠊ講ㄯ社 
  [2] 「ランダムウォークのヰ」ࠊ深川ஂ 
 
６．課題Ⅰ 

 
㸯 ᗙ標平面上のཎⅬ O にືⅬ P があります。0 から 9 までの࢝ーࢻから 1 ᯛ㑅び2 ,1ࠊ ならᕥ

に4 ,3ࠊ ならୗに6 ,5ࠊ ならྑに8 ,7ࠊ なら上にそれぞれ 1 だけ⛣ືします。9, 0 のときは立

ちṆまります。この᧯作を50回⧞り㏉すときのືⅬPの఩置をシミࣗࣞーシࣙンしましࡻう。 
 
㸰 2 人のࢠャンブラーA, B がいます。はじめのᡤ持金は A が$8，B が$12 であり1ࠊ 回あたりの

㉃けの勝⋡は A が 70%, B が 30%です。 
(1) 5 回㉃けを⾜うときࠊA のᡤ持金がいࡃらになっている確⋡が高いでしࡻうか。計算してࡳ

ましࡻう。 
(2) (1)の 5 回勝㈇を 5 回⧞り㏉します。஘数を用いたシミࣗࣞーシࣙンを⾜い(1)ࠊの結ᯝと比

㍑してࡳましࡻう。 
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科学の言語としての数学  「実験する数学」 (第ᾇ回) 

担当 川口 慎二 （附属中等教育学校） 

 

ᾆ．ἄームに๼Ữでいる数学 

 ௒回はࠊゲームの必勝法に関する考察をしてࡳましࡻう。数学とどんな関係があるのでしࡻうか。 

 

実験Ჲ  

ձ10×10 の┙と㥖 1 ಶを用ពします。 

 ղඛᨷと後ᨷを決めࠊඛᨷは┙の⥙᥃けの部分のどこかにࠊ㥖を置きます。 

ճ後ᨷはඛᨷの置いた఩置からࠊᕥࠊᕥᩳめୗࠊୗのいずれかの方ྥにዲきなだけ㥖をືかすこ

とができます。 

մこれをඛᨷと後ᨷが⧞り㏉しࠊඛにۼのついたマスに㥖を置ࡃことができた方の勝ちとします。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

յまずはࠊఱ回か実際に対ᡓしてࡳましࡻう。ඛᨷと後ᨷを஺௦したりࠊ┦ᡭを変えたりしてࡳ

ましࡻう。このときࠊඛᨷと後ᨷのどちらが勝ちやすいのでしࡻうか。 

 

       ࠙ண᝿ࠚ      の࡯うが勝ちやすい。 

 

■数学的考察 

 ここではࠊ実験Ჲで⾜ったゲームの必勝法を考察してࡳることにしましࡻう。 

 そこでࠊはじめにࠊ┙のマス目を少なࡃして考えてࡳることにします。5×5 の┙で考えてࡳます。 

最▷で  ᡭࠊ最㛗で  ᡭでゲームは⤊わります。 

 あなたがඛᨷであるとします。まずࠊ�の఩置には㥖を置いて

はいけまࡏん。 

 

 

 

 

 

ۼۼ

ۼ
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実験Ჳ  

ձマス目の数を 1 つずつቑやしてࠊඛᨷの必勝法の有↓をㄪ࡭てࡳましࡻう。 

  6×6                         7×7                         8×8 

 

  ղձをㄪ࡭てࡳるとࠊよりຠ⋡的な方法にẼ௜きます。ୗの┙は 27×27 です。 

ۼ ۼ ۼ

ۼ
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 ճඛᨷに必勝法がある┙の一㎶のマス目の数nは 

 

    =n  
 

  であることがわかります。 

 

■数学的考察 

 実験Ჳからࠊ┙の一㎶のマス目に応じてࠊඛᨷに必勝法があるሙྜとࠊ必ず後ᨷが勝つሙྜに分

かれることがわかりました。さらにࠊ図の۔の఩置にඛᨷが㥖を置ࡃことができれࠊࡤ後ᨷに࡬ۼ

㥖を㐍められるᚰ㓄がなࡃᏳ全です。そこで۔ࠊのධっているマスをܤμˮፗと࿧ぶことにします。 

 

 実際にࠊඛᨷがᏳ全఩置۔をᢲさえながら㥖を㐍めるとࠊ後ᨷはۼにたどり╔ࡃことができずࠊ

ඛᨷの勝ちとなることが確ㄆできます。 

つまり۔ࠊが┙の上㎶とྑ㎶に現れないሙྜにඛᨷは必ず㈇けます。㏫にࠊ┙の上㎶またはྑ㎶

にᏳ全఩置۔が現れるሙྜࠊඛᨷに必勝法があることになります。 
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数学的な議論のためにࠊマス目のᕥୗのゅのマスをᇶ‽としてࠊ┙のୗ㎶とᕥ㎶に 0 から␒ྕを

᣺ります。するとࠊ┙上のマス目はᗙ標のように ),( nm と 0 ௨上の整数の⤌で表すことができます。

ᅖ◻やᑗᲦと同じ感じですࡡ。このときࠊᏳ全఩置についてわかることがいࡃつかあります。 

 

 にᏳ全఩⨨はิྛߑ

 ࠙理⏤ࠚ 

  

  

 

 にᏳ全఩⨨はิྛߒ

 ࠙理⏤ࠚ 

 

 

 

䚁Ᏻ全఩⨨は┙のᑐゅ⥺ୖにはなࠊࡃ┙のᑐゅ⥺にࡘい࡚ 

 ࠙理⏤ࠚ 

 

 

 

 そこでࠊ┙の対ゅ⥺の上側のࡳを考えてࠊ⤌の๓の数Ꮠが小さい方から �),,(),,( 2211 yxyx と

するとࠊୗ表のようになります。 

 [表㸯] 

j  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

jx            

jy            

 

䚂ྛ �,3,2,1=j にࡘい࡚ࠊ =jy  

 ࠙理⏤ࠚ 
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 [表㸯]はこれらのつ๎➊㹼䚂によりࠊᇙまります。しかもࠊ 

 

   [⾲ 1]には 

 

ことにẼ௜いたでしࡻうか。 

 

■数学的⫼ᬒ 

 上の事実にはࠊ次の定理があります。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ではࠊ௒回のゲームのሙྜࠊ上㏙の定理の ED , に┦当する↓理数とはఱでしࡻうか。実は 

 

が関係しているのです。 

 いまࠊ
2IEID == , とするとࠊ定理の᮲௳を‶たしています。[表 1]ではࠊ 

=jx         ,  =jy  

という数列ができていることになります。 

 

࠙ཧ考ࠚ黄金比 

 あなたが「美しい」と思うのはࠊ一体ఱを見たときでしࡻうか。美⾡㤋の⤮⏬を見たときࠊᒣの

㡬からⓏるᮅ日を見たときࠊ⤃☐の✵のୗで㩭やかなࣝࣂࢥトブࣝー

のᾏをࡳたときなどࠊ人それぞれ「美しい」と感じるものは␗なりま

す。人ࠎが感じる「美しさ」の中には共通性を数学的に捉えようとし

て考えられてきたのが「黄金比」ともいえます。 

ྑ図は࢖ࠊタリアのࣝࢧࢿンス期を௦表する科学⪅ࠊⱁ⾡家そして

発明家として有名なࣞ࢜ナࣝࢻ・ダ・ࣦィンチ(Leonardo da Vinci, 

1452㸫1519)による「ウィトࣝウィウス的人体図」と࿧ࡤれる作ရで

す。1490 年㡭のダ・ࣦィンチのࣀート「プ࣏ࣟーシࣙンの法๎」のな

かに現れます。ྂ ௦ࣟーマ᫬௦のᘓ⠏家ウィトࣝウィウスはࠊ⣖元๓ 1

世⣖に人体の比⋡をもとに⊂自のᘓ⠏理論を作り上げました。その著

ᐃ理 

ED , は↓理数࡛࠶りࠊ 1!ED , 111 ࡘ࠿ 
=+

ED
 ࠋする࡜ࡘ❧ᡂりࡀ

 数ิࠊࡁ࡜のࡇ

> @ > @ > @ > @ ,,,,3,2, �� DDDD n    > @ > @ > @ > @ ,,,,3,2, �� EEEE n  

の中にはࠊす࡚࡭に自然数ࡀ 1ᅇࢀ⌧ࡘࡎるࠋ 
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⪅「ᘓ⠏༑書」にある「人体は෇と正方ᙧにෆ᥋する」というグ㏙を表したものでありᫎࠊ ⏬「ダ・

ࣦィンチࢥーࢻ」の中にもⓏሙし࢖ࠊタリアの㸯ࣘーࣟ◳㈌のデ࢖ࢨンにも用いられている図とし

て有名です。 

 ダ・ࣦィンチはࠊ⏬⤮ࠊ᙮้ࠊᘓ⠏ࠊᅵᮌࠊ機Ეࠊ解๗学などᖜᗈい分㔝で業⦼をṧしࠊ「୓⬟

人(uomo universale)」と࿧ࡤれる人≀です。⤮⏬ではࠊ「最後のᬌ㣶」や「ࣔナ・リࢨ」などの作

ရでࠊᘓ⠏ではᶫの設計ࠊ発明では機関㖠や潜水Ⰴࠊ自ື㌴や㣕⾜機などの機構で有名です。数学

の分㔝ではࠊダ・ࣦィンチは「黄金比」を発見したことで有名でありࠊ実際にࠊ「ウィトࣝウィウ

ス的人体図」にも黄金比は隠されています。 

ࣘークリッࢻの著書「ཎ論」の中にはࠊ次のような࿨題があります。 

 

 

 

 いまࠊ㛗さが 1 である⥺分 AB があります。上の࿨題にある

ようにࠊこの⥺分を大小2つの部分APとPBに分けࠊAP=1, BP=

xとしましࡻう。࿨題の᮲௳からࠊᶓが が全体(㸻⦪ࠊ1 x+1 )

の㛗方ᙧ(ア)と一㎶が xである正方ᙧ(࢖)の面積が等しいのでࠊ

21 xx =+ という関係ᘧがᡂ立しࠊこの 2 次方⛬ᘧを解ࡃとࠊ

x�1 であるからࠊ
2
51+

=x をᚓます。したがってࠊ小さい部

分と大きい部分の比は
2
51:1 +

でありࠊこの比を黄金比

(golden ratio)といいます。
2
51+
Ҹ1.61803…でありますがࠊ

およその್としてࠊ黄金比は 5:8と計算されるሙྜもあります。 

 

黄金比は次のような作図によりᚓられます。 

ձ正方ᙧ ABCD をかきࠊ㎶ AD, BC の中Ⅼを M, N としま

す。 

ղྑ側の㛗方ᙧ MNCD の対ゅ⥺ ND をᘬきます。 

ճN を中ᚰࠊND を༙ᚄとする෇ᘼと BC のᘏ㛗の஺Ⅼを P

とします。 

մこのときࠊAB:BP が黄金比になります。 

AB=1 としてࠊAB:BP が黄金比になることを確かめてࡳて

 。ださいࡃ

 㛗方ᙧ ABPQ は⦪：ᶓが黄金比になっています。このよう

な㛗方ᙧのことを「黄金長方形」といいます。またࠊ୚えら

れた⥺分 AB を AP:PB が黄金比になるようなⅬ P で分ける

ことができます。このような᧯作を「黄金分割」といいます。

面ⓑい性㉁のࡦとつとしてࠊ「黄金㛗方ᙧから正方ᙧをษりྲྀ

⥺分を 2 つに分けなさい。小さい部分と全体でできる㛗方ᙧと大きい部分でできる正方ᙧの面

積が等しいときࠊ小さい部分と大きい部分の比をồめよ。 

CB

A DM

N P

Q

B

A

Ｃ

Ｄ

Ｅ

Ｆ

Ｊ Ｇ

Ｈ

Ｉ

A       P          B 

1  

A       P          B 

1         

 (ア) 

 (࢖)
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っても黄金㛗方ᙧがṧる」ことが知られています。黄金比は㛗方ᙧの中だけではなࠊࡃ஬Ⱒᫍ(࣌

ンタクࣝ)にも隠されています。஬Ⱒᫍは 4000 年௨上๓にⓏሙした最ྂの象ᚩグྕといわれࣆࠊタ

すὒの࿚⾡ᖌや日本の㝜陽ᖌࠊラス教ᅋの象ᚩでもありました。஬Ⱒᫍは㟋的作用があるとしてࢦ

らが用いていました。この正஬ゅᙧや஬Ⱒᫍにも黄金比が隠れています。いまࠊ正஬ゅᙧの一㎶の

㛗さを 1 とするとࠊ஬Ⱒᫍにおいて AC=BD=CE=DA=EB=
2
51+
となります。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

黄金比はࠊᘓ⠏や⤮⏬においてᵝࠎなሙ面で現れていると

いわれています。有名なのがࢠリシャにあるࣝࣃテࣀン⚄Ẋ

です。ྂ௦ࢠリシャ᫬௦にアテナ࢖のアク࣏ࣟリスのୣにᘓ

㐀された⚄Ẋでありࠊ現ᅾは世界㑇⏘になっています。ࣝࣃ

テࣀン⚄Ẋはその⦪ᶓ比(この比を「アスペクト比」といいま

す)がࡰ࡯黄金比に等しࡃなっているといわれています。 

美⾡についてもࠊ黄金比が現れてࡃるものがከࡃある

といわれます。ᕥはࠊダ・ࣦィンチの௦表作「ࣔナ・リ

フランスのࣝーブࣝ美⾡㤋にᡤⶶされࠊです。ྑは「ࢨ

ている「ミࣟのࣅーナス」と࿧ࡤれる᙮ീです。⣖元๓

130 年ごࢁに〇作されࠊミࣟスᓥから発見されたものです。

このプ࣏ࣟーシࣙンにも黄金比が隠されているといわれ

ています。 

 さらにࠊ次のように↓限に⥆ࡃ分数のことを連分数と

いいます。この㐃分数 g は黄金比を表しています。さら

にࠊ㐃分数と同じようにࠊ᰿ྕ(ࣝート)を↓限に⥆けるという考え方を用いてࠊ黄金比は表現すること

ができます。 

 

 

  

 

 

 

 

C

B

A

DC

B

A

E

D

E

�+
+

+
+

+
+=

1
11

11

11

11

11g �+++++= 11111g
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 なぜࠊこういった分数や᰿ྕを「↓限に⥆けた」ものが黄金比を表すのでしࡻうか。そこには↓限の

⛎ᐦが隠されています。このようなヰ題はさらにᗈがりを見ࡏます。ୗ図のようにࠊそれぞれが 1Ȑで

ある᢬ᢠをつ๎的に୪࡭たときの全体の᢬ᢠ್(ྜᡂ᢬ᢠ್)を考えてࡳるとࠊ 

 

࢜ームの法๎から回㊰全体の᢬ᢠ್ Rはࠊ 

�

11

11

11

11

11

+
+

+
+

+=R
 

となりࠊ黄金比と一⮴することが知られています。 

 

 

㸨 㸨 㸨 

 

 

■ཧ考文⊩ࠊཧ考 HP 

  [1] 「ⴠしᡞᬯྕのㅦ解き」ࠊマーチン・࢞ーࢻナーࠊ丸ၿ 

 

ᾇ．課題Ḫ 

 

㸯 ௒回のゲームのࣝーࣝを変えてࠊඛᨷの必勝法について考察してࡳましࡻう。（数学的⫼ᬒが

見ฟࡏなࡃても構いまࡏん） 

 

㸰 書⡠や web からࠊゲームの必勝法と数学の関㐃する事例をㄪ࡭て⤂௓してࡃださい。 

 

㸱 3 回の講義についての感᝿をグ㏙してࡃださい。 

 

ͤ㸯と㸰から㸯つのテーマを㑅ᢥしてࡃださい。㸱は必須とします。 
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