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関数のグラフの知覚特性について

数学科松本博史

はじめに

我校の標準学カテスI(！b関数分野の検討によって明らかになった点は､関数の性質とそのｸﾞﾗﾌ
のもつ性質が結びつきにくいことである。たとえば、中学二年生でツー－８｣F＋２においてエ＞５

に対応するｙの範囲を求める問題において、グラフを利用することで容易に解決されるものを誤ま

った手段であるエ＞５の不等号の向きで判断して、エー５に対応したｙの値ということで等号の処

理と不等号の処理を同一視し、代数的な計算で終っている。中学三年生についても、１次、２次、

３次関数の各々について、エが増加するときにｙの増減を調べる問題で、グラフを想起すると容易

にわかるものが正答率が低い。高校一年生についても、二次関数のグラフと二次不等式の解の染合

との関係が理解されていない。このように、関数についての問題解決にあたり、そのグラフを利用

することがなぜ思いつかないのかという疑問がこの小論の助機である。

〔問題と目的〕

関数のグラフを観察してその数学的な性質を肴取するのは、心理学的には「既知の対象や出来事

を喚起する｣(擶生心像(R)に対応し特に｢静止の再生心像(RS)｣にあたるのであろう｡その再生
すべき対象としてのグラフは平林一栄(3)のいう「規約的表妃」であり、ストリヤール(4)によれば、
「独得の言語であり、すべての言語と同じように意味がはっきりつかめるように特別学習されねば

ならない」記号的直観性を持っている。そして「この記号的直観性の手段は規約による記号の体系

であるが、それを用いることによって、物体や現象の過程の学習しようとする側面が猪性質から分

離された純粋な形で示される」ことになる。その「純粋な形」で示される関数のグラフとはいかな

るものを表記するのか、数学教育では関数のグラフをどう考えるべきであるか。

グラフとはいうまでもなく関数関係を表す関係Ｒに対し典合｛に，ｙ）｜工Ｒｙ）を表現する

－つの方法である。三輪辰郎(5)によれば「対応する値の組のすべてをいわば外延的に表現」して
「値の変化の榔相を直観しうる」ようにしたものである。だから「グラフは関数の表現であって、

その表現によって何かを明らかにし､つかまなくてはならないのである」「関数の考えといわれる

ものは、この災現を通して明らかにし、つかむ内容を意味している。だから、いわば表現を通して

その底にあるものといえるだろう」、ゆえに数学教育において、関数とグラフは「グラフそのもの

でなくて、それによって明らかにされる変化の様相をいかにつかむかである。つまり、グラフをい

かに内容的に読むか」という指導が必要になるとしている。そこで我々は、関数のグラフのいかな

る「内容」が読み取りやすくて、いかなる「内容」が読み取りにくいかを明らかにするのがこの小
議の目的である。
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〔方法〕

問題

右の図からできるだけ多く

の数学的性質を読みとって下

さいJ(6)

対象

上の問題を．学年末の期末考盃の数学のテストの－題として出題した。白紙解答は除いた。

男女

調査日対象（人数）理系・文系理系・文系

Ｓ５２年１月高三（１２０名）３７２２２１４０

s５２年８月高二（１２２名）３４２８１４４６

s５３年１月高三（１１８名）８２２６１１４４

（ただし、昭和52年の高二の文理の別は高三になってからの類型である｡）

反応の分類について

生徒逮のグラフに対する反応は種々雑多であるが、我々がこの研究にとりあげたのは、

①定義域は区llll〔α，b〕

②エーエ,、唾､エョで値０（方程式）

。:Ｍｌ劉鰯::::(不饒式）
④エーαで殴小値、エーウで股大値

⑤区間〔α’６兆（‘，ｂ〕で増加

区１１０（ｃ，。）で減少

⑥エーｃで極大．エーコで極少

の六項目である。極々の反応の中から上の六項目についてのみ正反応の有無とその反応順序につい

て調査した。反応の表現方法については今回の調査対象とはしなかった。

表１が反応の有無をまとめたものであり、表５が反応順序をまとめたものである。
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〔結果と分析〕

1．反応率について

表１年度、学年、類型、男女別の反応数と反応率
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lllll ’ 
晶慰(昭和52年'〃高三） 晶鎚(咽和52年３月高二） 晶鎚(町和勇年'月両三）
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反応率の高いものから順に高三では52.53年とも、①方程式、②極大極小、③定義域、④最大最

小、⑤地域、③不等式のlllli序で反応している。商二では、④増減、⑤股大股小と順位が入れ変

わっている。
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表２各学年における増減に対する反応

Ｚ(1)＝laO6Ｐ＜０００１ 三(1)＝１ｑ7４Ｐ＜ＵＯＯ５

○･･…・「増加減少」に反応あり

ｘ･･･…「地加減少」に反応なし

壷(1)＝0８１５Ｐ＞ｑＯ５

そこで、高二から高三になると「増減」に対する反応が低下すると言えるかどうかを検定する。

表２－１は異質な対象で高二と高三で有意な差があることを表している。表２－２は高二の生徒が

高三になると「増減」に対する反応が低下するのが有意であることを表している。表２－８は52年

高三と53年高三の「増減」に対する反応数には有意な差がないことを表している。

以上のことから、「増加減少」に対する反応は同質、異質の対象にかかわらず、高二から高三に

なると減少することがわかる。この原因としては、高二の二学期（この調森の三ケ月前）に微分法

を学習し、極大値、極小値を求める際に、地減を調べるから記憶に新しいからであろう。（増減は

中学三年ですでに学習している.)それが、高三になり、一年後には知識の強化もなく、肥憶も薄ら

ぐのであろう。反応率の低下は文系女子が著しい。

各学年で最も反応率が高いのは「方程式上すなわち、エ袖とグラフの交点である。この概念は

中学二年生以来、直線とエ軸、中三、高一での放物線と工軸との関係というように、′くり返して

学習しているから最も慨れ親しんでいることになる。また、視覚的にも、基単となる水平なＺ軸に

対して、従方向の曲線との交わりであるから知覚されやすいこととその交点にエ!、塗、鞄と文字が

妃されていることにもよるであろう。

次に反応率が高いのは、「極大、極小」についてである。この８割近くの反応率の高さは数学的

な概念のとらえやすさよりはグラフの形態によるのではないだろうか。上に凸．下に凸となる図形

は「山」と「谷」に類似しており「かたち」としては見やすい。数学的な概念としては「墹加から

減少八「減少から増jbIl」に移る点として極大、極小を教えており（近傍での股大値、最小値という

見方を強調していない）増加、減少の反応とは呼応していないことからも、数学的な概念のとらえ

やすさを示すものではないと考えられる。（「増減」と「極大極小」の概念の関係は後出Ｐ．１２）

最も反応率の低いものは．関数値の符号の変化に関する概念である。

-４２－ 



「不等式」に関する反応が股も少ないのは、不等式は代数的な性質として処理され、生徒連に獲

得されている。現在、不等式については小学校での大小関係、中１での集合（工ｌ工＜５｝を自然

数の集合Ｎで求めることから始めて中二で一次不等式、高一で二次不等式を学ぶが、いづれの場

合も代数的な処理が優先されている。特に高一で二次不等式を学ぶのは一般の二次関数のグラフを

学習する前であるから、グラフから不等式の解の集合を求めることが出来ないことが「不等式」の

反応の低い理由であろう。

視覚的には工柚（基噸）より「上にある部分｣、「下にある部分」と知覚されやすいと考えられる

が、それを抽象化して関数の符号の変化に対応させることが困難であると考えられる。その原因と

しては、「手がかり」がないことによるのではないだろうか。たとえば、「定義域」は工柚上で両

端点がα，bである「手がかり」があり、「方程式」は工軸との交点ｴi、理、殉という「手がかり」

がある。「最大、最小」は図形（グラフ）の「最高点」と「最低点上「エーゥ，α」でという

「手がかり」がある。「増減」はグラフが右上り、右下りという「手がかり」がある。「極大、極

小」については「山」と「谷」という図形的な「手がかり」がある。関数の符号の変化（不等式）

にはこの樋の図形的「手がかり」がないことが反応率の低い原因であろう。これはグラフを描くと

きに、点に，ｙ）をプロットしていく従来からの指導法による欠陥であると考えられる。この欠

点を補う指導法として菊池乙夫(7)の指導法が考えられる。我々は「プロット法」と「菊池の方法」
とを実験的に比較した。その結果関数値の変化を明確にするのは「菊池の方法」かすぐれているこ
とが明らかになった.(8)

このように、不等式に対する反応の低さは現行の関数のグラフに対する指導法の一側面を明らか
にしてはいないだろうか。

2．理系文系蓮及び男女差について

表３は表１の反応率を角変換法による分散分析を行った結果、有意差のあるものを示したもので
ある。

表一３

雨
覺

来来……１％水準米……５＄水準

－０３－ 

変助因 定疑域 方程式 不等式 jiH大ft'j、 増減 極値

兜年高三
Ｌ理文

２男女

ａＬ２の交互作用

未来 米

米

米米

兜年高二
Ｌ理文

２男女

ａＬ２の交互作用

米米 米 米 来米

卵年高三
Ｌ理文

２男女

ａＬ２の交互作用

未来

米

米



各学年とも男女差は、５３年度高三の「方程式」に対する反応を除いてすべて有意差はない。

表１－８より男女差のある「方程式」に対する反応率は女子の方力塙い。

理系と文系の差は各学年で見られる、高二において理系と文系の有意な差のある項目が最も多く、

六項目のうち四項目について、類型別による差がでている。高二の調査段階では、生徒述には理系

文系の区別がなく同質と考えられる。だから、反応率の高いものが高三になり理系へ、低いものが

文系へ進んだことが表１と表８からわかる。

交互作用のあるのは、５２年高三の「最大最小」に関する項目のみである。表１－１より、女子の

理文の差が大きい。

そこで、反応数について三テストをすると五(1)＝４６９Ｐ＜005で有意義な差がある。

しかし、他の因子についてはすべて有愈な差はなかった。

同じ生徒達が高二から高三に進級するにしたがって、反応数の変化が問題になる。各項目にわた

り、理系の男子、理系の女子も文系の男子、文系の女子、学年全体のそれぞれについて、高二から

高三に変化することにより反応の分布がどう変化するかをヱテストで検定する。

表一４

壷(1)＝１Ｕ７Ｐ＜ＵＯＯ５

１％水畑で有愈

壷(1)＝４７１ＵＯ５＜Ｐ＜００２５

５鰯水準で有意

夛(1)＝４．４５ＵＯ５＜Ｐ＜ｑＯ２５

５彩水邸で有愈

表】から、学年進行にともなって反応率が各項目にわたって低下していることがわかるが有邇な

差があるものは表４に示されている。「地加減少」の学年進行にともない反応数が少なくなること
はすでに述べた。文系女子について、「地加減少」の反応数の低下が有意になるのは、文系女子は

大学の入試に数学を必要としない者が高三の三学期末には多数を占めるようになり数学に対する積

極的な態度がなくなるからではないだろうか。「方程式｣についても上と同じ理由によるのであろう。

３．噸序性について

順序性とは関数のグラフを見てそのグラフからどのような順序で先の六個の概念をあげるかとい

うことである。
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表一５

lIli序性について問題になるのは、股初に挙げる性質が論理性を持っているものを挙げるか、視覚
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的に目立つ図形的な性質を挙げるかの相異が興味ある問題である。関数についてはまず「定義域」

を考えるのが論理的であると考えても良いであろう。視覚的に観ると「山」と「谷」すなわち､｢極

大」、「極小」が段も目につきやすい図形的な性質と考えても不自然ではないであろう。学年進行

にしたがって「定蔑域」と「極大極小」は有恵な差がなかった。そこで三つの学年を－つにして同
質の対象と考えて順序性を考察する。

表６－１

「定義域」を第１位に挙げた６の

反応数反応率
型強 廻沿

表６－２

表６－１の角変換法による分散分析表

変動因平方和ＳＳガヱーs％砿 Ｐ 

Ａ男女差

Ｂ理文差

ＣＡＢの交互作用

２４９６５ 

７７．２６４ 

２５０２５ 

＞ＵＯ５ 

＜ｕＯ１ 

＞ｑＯ５ 

び⑩2=luI78

１
１
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ｑ２８２５ 

Ｚ１９８ 

Ｕ２８２５ 

表６－２より、「定義域」を第１番目に挙げるものは男女差よりも理系と文系の差があることが

わかる。すなわち理系の方が「論理的」と見てよい。

表７－１

「極大極小」を第１位又は第２位に拳げたもの

反応数反応率

型強

表７－２

表７－１の角変換法による分散分析表

変動因平方和ＳＳｄﾉヱｰs賂｡② Ｐ 

Ａ男女差

Ｂ理文差

ＣＡＢの交互作用

o０２２５ 

Ｕｌ９８５ 
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く005

＜005 

＜００５ 
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１
１
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ＵＯ１８ 

Ｕ８８７ 
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表７－２は、「極大極小」を第１．２番目に挙げるものについては男女差、理文差、交互作用の

すべてに有意な差がないことを示している。

以上のことから、図形的特徴のある、傭緒的な「極大極小」を第一番目に選ぶほどの｢非論理翅

については有意な差はないが、「論理的」であるのは文系より理系の方であるといえる。

次に「論理性」を表すものとして、「定鍵域」を挙げてから「最大最小」を挙げるものとその逆

のもの、「増加減少」を挙げてから「極大極小」を挙げるものとその逆のものについて考えてみよう。

次表は、たての順位は最初の概念、たとえば「定義域」（「増減」）をあげた順位、横の順位は

その概念につづく概念、たとえば「最大最小」（「極大極小」）をあげた順位である。

次の表８，表９は、論理性のある「定義域」とｌ最大最小」を両方ともあげたもの、「増加減少」

と「極大値、極小値」の両方を挙げたものを、Ⅱ１１位によってまとめたものである。

表８

定義域一一最大値、最小値

52年高三 52年

一一
汽
同

53年高三
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男
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理
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女
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文
系
男
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52年高二 53年高三52年高三

系
女
子

表９

墹加、減少一極大値、極小値

高三53年52年 高二52年高三

理
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男
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52年高二 53年高三52年高三
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系
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「定義域」と「最大値、最小値」の関係

ほとんどの生徒が定義域を第一番目にあげているから必然的に「股大最小」に対する反応が後に

なり、見せかけの「識理性」がある、そこで１定義域」をあげたあとすぐに「鰻大最小」をあげる

６のと、他の性質をあげた後に「最大股小」をあげるものに差があるかどうかを調べる。

表１０－１

「定義域」の直後に「最大値．最小値」をあげる６の

反応数反応率

区』歪；

表１０－２

表１０－１の角変換法による分散分析表

変助因平方和SＳ〃 二=s％げ Ｐ 

Ａ男女差

Ｂ理文差

ＣＡＢの交互作用

＞００５ 
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184 
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２５８ 
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表１０－８

｢定義域」をあげその他の項目のあとで「最大値、最小値」をあげる

反応数反応率

－４９－ 
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表１０－４

表１０－８の角変換法による分散分折衷

変ＥＩＩ因平方和SＳ〃 壷=s％血２ Ｐ 

Ａ男女差

Ｂ理文差

ＣＡＢの交互作用

４２０２６ 

８Ｕ８６２５ 

７．６７２８ 

＞ｑＯ５ 

＜ｕＯ１ 

＞ＵＯ５ 

１
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１
 

ｑ８９２ 

７５４ 

Ｕ７１５ 
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表１０－２により「定義域ときたら最大最小」という紋切型の反応について調べたが、男女差、理

文差ともに有意な差はない。

表１０－８によれば「定義域」のあと他の項目をあげてから「般大最小」をあげるものには文理の

間に有愈な差がある。男女差はない。

以上のことから、紋切型の反応には有意差はないが、麓理性のある「定義域」と「最大値、最

小値」を同時にあげてしかも「定残域」にひきつづき「最大値、股小値」をあげる反応には、男女

差はないが、文系と理系では理系の方が「證理的」であるといえる。

｢増加減少」と「極大値、極小値」の関係

表９からみれば「増減」と「極大極小」の順序関係はかなり乱れていることがわかる。

「増減」のすぐ後に「極大極小」をあげるものと、「極大極小」の直後に「増減」をあげるもの

の分布を調べてみよう。

表１１－１

増減一一極値

反応数反・応率

、光

表１１－２

表１１－１の角変換法による分散分析表

変助因平方和SＳ〃 毒=s％②２ Ｐ 

Ａ男女差

Ｂ理文差

ＣＡＢの交互作用

lＬＯ８８９ 
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＜００１ 
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１
１
１
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表１１－８

極値－崇増減

反応数 反応率

nｒｉ 

表１１－４

表１１－３の角変換法による分散分析表

変動因平方和ＳＳｄ／ r=s％②② Ｐ 

Ａ男女差

Ｂ理文差

ＣＡ､Ｂの交互作用

９１．１０７ 

６２７５ 

ＬＯ８０３ 

く0005

＞ＵＯ５ 

＞005 

１
１
１
 

８４９ 

ｑ５８５ 

ｑＯ９６ 

＠砿＝１０７８

翁理的に関係が深いと考えられる「増減」から「極値」をすぐにあげているものは表11-2から

有意な男女差はない。しかし、理系と文系の差は有意である。この場合も理系の方が文系より鵠理
的であると考えられる。

反対に、「極値」から「墹減」をひきつづきあげるものは、図形的に目に入りやすい［山」から

「谷」、「谷」から「山」とたどることにより、「極値」から「M1減」に反応しているのであろう。

いうならば、非論理的と言えないまでもかなり情緒的な反応と言えるであろう。この反応の分析は

表１１－４であるが文系と理系には有意な差はなく、男女差に有愈な差がある。しかも．男性の方か
非蓋理性を示している。文系男子の反応率が高いことによるのだろうか。

数学教育の立場から考えてみよう。極大、極小という概念は微分法と直接関係なく、局所的な最

大、最小にすぎない。その判定条件として導関数の符号の変化を調べるのであり、増加、減少とい

う概念が先行しているべきである。しかし、生徒連は極大、極小といえば〃,(工)＝ｏを解けばよ

い」と認識しておりjlIjU、減少との関連を明確に理解していないことは、我々の分析がこのことを

示しているであろう。極大、極小について教授する場合、その定義を明確に指導する必要がある。

〔桔瞳〕

関数のグラフからその性質を読みとるのに

（１）関数値の符号の麺上が鰻も読みとりにくい｡したがって.この性質に関するものを教授する際
は特に留意して教える必要がある。

（２）有意な男女差はない。

（３）理系の方が文系よりもよく読みとっている。

－５１－ 



仏）女性が特に非議理的であるとは言えないのではないか。

極大値、極小値の指導に当っては増加、減少との関係を強調する必要がある。

最後になりました力療良教育大学数学教室坂口某－教授、心理学教室杉村健教授に厚く感謝の意

を表します。
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