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逆関数の指導について

数学科松本博史

はじめに

今回の学習指導要領の改訂に伴い、中学校数学の内容から高校へ移行した内容の－つに、逆関数

がある。ある関係Ｒに対して、逆の関係尺~lを考えることは数学においては、ごく自然な発想であ

り、重要なことである。逆関数については、ある条件を付加してR-1が存在する方向（ｙ＝みりら

〆≧０のとき、ｙ－ｙ~了，ｙ＝ｓｊ〃j｢からｙ＝Ｓｊ"-ｌｘ）と全く新しいR-lを創る方向（ｙ＝２打

からｙ＝ノog2x)を考えることにより、数学を豊かに奥深いものとして創造していく。しかし、一般的
には、逆の関係を生徒に理解させることは難しい。ある関数を教えたからといって、その逆関数を

教えるというのは全く別問題である。後で示すように、逆関数の理解は、中学生のみならず、高校

生にとっても十分理解されている教材とはいえない。中学から高校へ指導を遅くらせれば、事足り

る内容でもない。そこで、逆関数の指導力法と問題点を明らかにするのがこの小論の目的である。

逆関数について

命題Ａ／を集合Ｘ（＝①）から架台ｙへの関数とするときつぎの条件(1)－(4)は同値である。

(1)ｊｒｌ,ｒ２ｅＸ，／(え1）＝／(工2)￣うエ１＝ｘ２

(2)x，，ｒ２ｅｘ，ｘ１４でr２ －＞/い)＝／(x2)

(3)／の値域／(Ｘ)からＸへの関数ｇが存在してｇｏ／＝ｊＸをみたす。

(4)／の値域/(X)からＸの上への関数ｈが存在して/・ﾉｉ－ｙ(X)をみたす。
（ただし、ｇｏ／は′とｇの合成関数、ｊｘはＸにおける恒等関数を表す）

関数／が上の命題Ａの条件(1)－(4)をみたすとき、/は逆関数をもつといい、ｇ又はAを／の逆関

数といい、／~'と表す。（ＢＡＳＩＣ数学177号２４参照現代数学社）

巾・岡における逆関数の導入は、命題Ａの(1)（又は(2)）から(3)（又は(4)）を導びく方向で定義さ

れる。すなわち／(Ｘ)の任意の要素ｙに対して、／い）＝ｙをみたすＸの要素工が一意に存在する。

そこで、，にｘを対座させる関数をｇとする。これは／（Ｘ)からＸの上への関数である、という具

合である。これを、中・高校の教科書では、つぎのように表現され、導入される。
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教科書Ｂ中学校教科書「新編新しい数学３」東京書籍昭和55年２月10日発行

６２逆関数 上の結果からわかるように，(1)における〃の位として集合Ｂ'二風

する数を１つｇぬると、それに対応する（の位がきまる。すなわち,

fはりの関数になっている。この関数を

ｊ＝９(p） 

と表すことにすれば。関放９の定鍍域I」Ｂで０６.域はＡである。

関政,がＤのどのような式で表きれるかを知りたいときには，次の

ようにして(1)をｆについて9Fけばよい。

、－２１＋４

２１＝ｐ－４ 

’毫些ラム
したがって，

‘=,(,)一合｡-2………－……………………(2)
ここで．＆との閲政′といま求めた関

ｌＯｍｎまではいるタンクに４，ｺだけ水

がはいっている｡このタンクに０さらに

毎分２ｍｍの割合で３分m注水して満水

にした。

注水をはじめてから１分後のタンクの

中の水の趾をＵｍｂとすれば。〃はｒの

１９政であり０次のように表される。

ヅーノ(f)＝２t＋４…………（１）

ただし，(1)で表される関致′の定義域，

fdmiはそれぞれ次の集合ＡＯＥである。

Ａ＝㈹１０≦ノ≦３）

Ｂ＝（１）１４＝ｐ託10）

(丙了う関放(1)に}】いて，

ノ(1)＝２×１＋４＝６

′(2)＝２×２＋４＝８ 

したがって，ノによって，Ａの

要素ｌにはＢの要衆６が対応し，

Ａの要累２にはＢの要素８が対

応している。

￣関数(1)において,Ａの要素1.5.

２５に対座するＢの要累をそれ

ぞれ求めよ。

(1)'二よれば０タンクの水の丘〃が腓111

/分i＆

￣1￣~￣ 

ｐ(mz1 

-I 

Ａ－、

数,どのＩＨＩ係を岡べてみよう。

￣関数(2)において，βの要素６．

８にはそれぞれＡの要素１，２

が対応していることを砿かめよ。

また０９(4)ｂ９ｕＯＩを求めよ。

;:コヱニ:：

Ａ
Ｃ
０
 

戸
⑪
＆
⑦
企

だ
□・ヨテー←。、

ノはＡからＢへのUU政であり，９はＢからＡへの凹放である。

そして、口ＥＡ，ｂＥＢとするとき，

／によって
α● 

α一J

のように対応すれば，

９によって

ルー→□

のように対応する。

すなわち，関故９による対応はＤ

なっている。

(1)'二よれば０タンクの水のⅢ〃が時間''二よって表されている。

逆に、タンクの水の、ｐをさめて，その状鯉になるまでの時１，１２求

めてみよう。

⑥(1)の式を用いて、タンクの水の且が５ｍoとなるまでの時間

を求めよ。また，前ページのグラフから茂みとれ。

＝＝＝」

側政ノによる対応の逆の対応に

このようなとき一般に，９を′の逆岡数という。

１日課程の生徒達は、教科書Ｂのような学習の後、「数学Ｉ」でさらに逆関数について学んだ。し
かし、新課程では、「数学Ｉ」で、次の教科書Ｃのような指導を、この部分でしか学習しない。１日
課程のような、指数・対数関数での逆関数の指導は「基礎解析」へ移行し、逆写像についての部分
は削除された。だから、高校生の大多数の者は、逆関数は教科書Ｃのような学習のみとなる。
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教科谷Ｃ高等学校教科書「数学Ｉ」東京書籍昭和57年２月10日発行

￣集合Ａ＝IxIx≧Ｃｌを定義域とする関敗八鰯)＝蕪'＋’

の位域はＢ＝（ｙｌｙ≧Ｉ）であって，６をＢの任意の要素と

⑱逆関数

すれば，

６＝八口）

すなわち’６＝口ｚ＋１

となるＡの要素αが．

α=応二丁

として.ただ１つ定められる。

したがって

￣関数/(x)＝2x＋３の定義域,価域はともに実数全体の集
合であって，６を任意の実数とすれば，

６＝ハロ）す雄わちｂ＝２α＋３

となる案…，。=;`-3として,ただ１つ定…
る。

したがって

，肱)=;鑑-：
とおけば．

６＝ハロ)－２=ｇ(6)

となる。

，(Ｚ)＝‘万~＝Ｉ化≧I）

とおけば，Ａの要素αと日の要素Ｄに対して

6＝バロ)一口＝ｇ(6)

となる。

丁….関欽八J｡=…と関数`(灘)=影-；
においてはⅢ変故ｘの価とそれに対応する関数の価との対応の

関係がちょうど逆になっている。

一般に，関故ｙ＝ハズ)の定義域がＡ,虹域がＢであって,Ｂのお

のおのの要素、に対し，６＝ハロ）となるＡの要素αがただ１つだけ

定まるならば．次の性質(1)，（２）をもつ関数ｙ＝ｇ(工）が存在する。

(1)ｙ＝ｇ(x）の定盤域はａ価黛はＡである。

(2)Ａの要素αとＢの要素ｂに対して

６＝八口）－α＝ｇ(い

が成り立つ。

この開放ｙ＝ｇ(ｪ）を関数ツーバェ)の通関位という。

これらの中・高校の教科聾を一読すればわかるように、具体例、グラフ、対応図を用いて説明し

ていることで、表面的には抽象的な導入が避けられている。しかし、本質的には、命題Ａの(1)から

(3)の証明と同一である。すなわち、方程式ｙ＝／（え）をｘについて解くということが中心になって

いる。この論文の後半で示すように、旧課程の生徒達の逆関数についての正しい認識は、極めて浅

く、概念は定着していないと考えられる。中・高とくり返えし学習したにも拘わらずである。従っ

て、新課程の「数学Ｉ」における逆関数の指導に関しては、十分留意する必要がある。教科書Ｃの

ような展開の以前に、もっと感覚運動的、身体的な経験が必要である。

逆関数の本質とは何であろうか。感覚運動的・身体的な

経験とはどのようなものが考えられるであろうか。たとえ視点の変更

ば、単調増加なグラフについて考えてみると、逆関数のグ

ラフとは、もとのグラフをｙ軸から見直したものである。

すなわち、ｙ軸上を独立変数が動くというように、今まで

縦てから横を見ていたのを、横から縦てを見るという､｢立

場、視点の変更」である。ある事象の変化を観察して、そ

の事象の変化の様子を関数で表現するとき、逆関数という

のは、他の事象を表現した関数ではなくて、同一の事象を、

事象の変数を変更して表現した関数と考えられる。すなわ

ち、一つの事象を立場を変えて、二通りの視点で観察し、

それを関数表現したものが、関数であり、逆関数と言われ

汀
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ろものであろう。

従来から、教科書Ｃにみられるように、逆関数の求め方のような指導に菰点がおかれがちである。

重要なことは、逆関数の存在、もとの関数と逆関数との関係を理解させることである。このよ

うな立場に立って、逆関数を導入したのが、次に述べる実験である。

実験

く準備するもの＞線香、マッチ、時計、発泡スチロールの直方体（５ｍｕｘ５ｃｍＸ２ｃｍ）定規、方

眼と変化表を印刷したプリント①、＠を生徒に一枚づつと各班に提出用プリント②を一枚。

プリント①

プリント②
Ｐ 

■
■
｜
■
■
■
■
 

■
 

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
 

■
■
■
■
 

Ｅ
｜
」
｜
后
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＜実験の方法＞①班を２つに分け、２つのグループを作る。１つの班で１本の線香を燃やす。

燃える様子を２通りの方法でグループ毎に別々に観察させる。（「１本の線香の燃える様子を調

べたい。どんな調べ方があるだろうか」というような質問で生徒に考えさせる｡）一方のグルー

プは、１分毎の線香の長さ（時間→せんこうの長さ）、他のグループは、せんこうの長さの１

ｃｍ毎燃えるまでの時間を計る（せんこうの長さ→時間）。すなわち、１本の燃える線香の状態

の独立変数と従属変数をグループ毎で互いに異なるように観察する。

②４人のうち２人はせんこうの長さと時間を計る。他の２人に、記録係で、時間、長さをそれぞ

れ変化表に記入させる。

③３分間焼してみて、１０cln燃えるまでの時間を予想させる。（平均変化率に気付かせる）

④１０cm焼した後、プリント①、＠を完成させる。

⑤グループで一次関数の式とグラフを求め、定義域、値域を求めさせる。グループ間で情報を交

換して、プリント②に２本の直線のグラフを記入させる。班で一枚提出用のプリント②を提出さ

せる。（その一部がプリント③である）

［注意〕プリント①、②の方眼紙の目盛りは、え軸、ｙ軸ともに目盛り巾を１ｍにとり、１目盛

りの単位を、焼えた長さが1cm、時間が１分であるように取る。これは「時間→長さ」と「長さ

→時間｣の関係を１枚のプリント②に妃入して、ｙ＝〆についての対称性を調べさせるためである。

＜授業の展開＞①上の実験と一次関数を求めるところまでで約50分終了。

②ある班の関数を例に取り上げて授業を進める。私の場合は、２班の関数、時間→長さ

ｙ＝－０．４x＋１０、長さ→時間ｙ－－２．５x＋２５を利用して授業を進めた。このように、正

確な関数が得られる。

③線香の長さが10cmになるのはｎ分経過したとき（６分）

６分経過したときの線香の長さはｎcm,になる（10cm,）
このような具体的な質問をいくつか練習した後、自分達の関数について班毎に同様の問題を作ら

せる。

（１）線香の長さがｂｃｎｌになるのは、α分経過したとき。

（Ⅱ）α分経過したときの線香の長さは、６cmになる。

（i)と(１１)の関係を考えることにより、実は同じ式であることを発見させる。時間→長さの式で(n

の関係を表しαについて解くと(ii)が得られ、長さ→時間の式で(il)の関係を式に表し６について

解くと(1)が得られることに気付かせる。ここが逆関数の授業の中心であり、逆関数の意味を考え

させるところである。（１）、（li1の相互間係を調べるなかで逆関数の求め方も説明できる。

この動機づけのために、ある班の一方の関数を聞いて、教師が他方の（逆）関数を当ててやる

と、生徒達は「不思議やなあ－」という反応を示す。

④次にプリント②のグラフをｙ＝えで折り煎れるとぴったりと亜なる。このことを見せてから関

数とその逆関数はｙ＝ｒに関して対称であることを説明する。③と④で50分

以上力s逆関数の導入であり、この後は、教科轡に入り、内容を適当に取捨選択する。なお、この

授業は昭和55年12月に中学三年生を対象に実施したものである。との授業を受けた生徒のレポー

トと感想文をつぎに掲げておく。（線香を利用した一次関数の指導は「中学数学の授業３関数」

あゆみ出版にくわしい）

－１３７－ 
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〔生徒のレポート〕
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逆関数に関する固査と分析

問題’中三の生徒が「もうすぐ逆関数というのを習うのだけれども逆関数ってどんなもの」

と質問しました。あなたならどう教えますか。

問題２Ｊ＝２ｒ＋３の逆関数を求めなさい。（求め方も書くこと）

問題３Ｊ＝ｘ２の逆関数を求めなさい。（求め方も響くこと）

〔昭和56年６月調査、対象は本校商校ｌ、２年生〕

更１調五時期までの逆関劃

0１中＝（教科iｉＵＦＢＯ

〔問題１について〕
＊は反応において言及された項目
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〔考察〕逆関数を説明するのに、一対一対応の概念に言及しているのは、高ｌでは１名、商２で

は、２０名とはぼ半数になる。筒１の生徒の少ないのは、この調査時期までに、逆関数に関する学習

が巾三の内容のみであることによるのであろう。また、教科書Ｂの展開から考えても、方程式を解

き、操作的な指導に終っているから当然の結果であると言える。それに比較して、高２の生徒は、

高lで、対数関数の前の逆関数、逆写像について指導を受けている。特に、逆写像では－対一対応
が強調されている。このような学習の積み亜ねが商２の反応の高さの原因であろう。一応、高２に
なれば、逆関数と－対一対応が知識としては、強く結びついていると考えられる。しかし、問題３
の分析から分かるように、逆関数が身についているとは結論できない。

筒１の生徒達は、中学で線香の燃焼による導入の授業を受けているが、－対一対応と逆関数を関
連付けるための授業としては、実験による嵯開は有効とは考えられない。しかし、逆関数を具体的
な例によって説明した者は、高lで８名、高２で１名であることを考えれIＩ、実験の導入は成功であっ
たと言えるであろう。逆関数を軌立場・視点の変更”という観点から説明している回答例をつぎに
示そう。

丸上弘晃(鳥z）
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〔問題２，３について〕

兎｜
|③ 

[iｉｉ 
（）内は実数

〔考察〕与えられた一次関数の逆関数を求めることは筒１，２の差がなくよく出来る。求め方につ

いても差がない。xについて解いた後、rとｙを入れ替えるということが定着している。

ｘとＪの変数の入れ替えについて、実験の後レポートに、中三の生徒（尾林慶治）が「いちいち

逆関数にするとき、ｘをｙに変えなければならない。なぜ変えないでやらないのだろう」と書いて

いる。逆関数で本質的なのは、逆の対応であって変数がどんな文字で表されるかということは副吹

的な問題であるということが意識されているではないか。

ｙ－ｘ２の逆関数については「存在しない」と正解した者が間１，２ともに、非常に少ない。もち

ろん、ｙ－ｒ２（ｘ≧ｏ）のように定義域を与えたら正しく求められたかも知れない。また、問２の

一次関数の逆関数を求めさせずに、二次関数のみにすれば、結果が違ったかもしれない。しかし、

問題１で「１対１対応」を知っているかどうかを調査して、具体的な問題解決にその概念が利用で

きるかどうかを調査するために、問題３のような型の質問にした。

高’の生徒で「存在しない」と答えた２名のうち1名は問題’で１対１対応に言及しており、他

の１名は、具体例を用いて説明していた。商２の生徒で、「存在しない」と正答した者４名のうち、

３名は「1対1対応」に菖及していた。しかし、問題’の分析から分かるように、問題’で「１対

１対応」に触れながら（20名）、ｙ＝ｘ２の逆の対応が１対１対応にならないこと気付かない者（１６
名）が多いことは、逆関数が高２になっても確実に身についていないことを示している。逆関数が

中学から削除された理由もこの辺にあるのであろう。また、今回の改訂による「数学ｌ」における

逆関数の取扱いも、教科書ｃでわかるように、1対1対応について、十分留意して教授しないと、

定着しない危険もある。高校生の大多数が「数学’」（必修）で終了することを考えれば、逆関数

の指導に工夫と研究が必要であろう。

－１４５－ 
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ｙ＝２x＋３の逆関数を求めよ 商１ 高２

①ｒとｙを入れ替える。

②ｙについて解く
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