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第 1章

序論

1.1 研究の背景

1.1.1 電子相関効果

金属中を運動する伝導電子には電子間相互作用がはたらくが、十分低温、低エネルギー

では相互作用のない自由フェルミ粒子系と定性的に同じ振る舞いを示す。このようなフェ

ルミ粒子系をフェルミ液体と呼ぶ [1–3]。フェルミ液体では、電子は相互作用の効果がく

り込まれた有効質量 m∗ をもつ準粒子と呼ばれる「衣を着た電子」として振る舞う。こ

のような考え方は、相互作用によって有限となる準粒子の寿命が、十分に長いとみなせ

る場合に有効であり、三次元系では低温かつフェルミ面近傍で準粒子の寿命は十分長い

とみなすことができる [4, 5]。その結果、例えば、低温での比熱 C(T ) が温度 T に比例

(C(T ) ∝ m∗T ) し、磁化率 χ(T )が温度に依存しない (χ(T ) ∼ m∗) というように、有効

質量を用いて自由フェルミ系と同じ表式を得ることができる [6]。さらに、運動量分布関

数には、図 1.1(a) のようにフェルミ波数で有限の不連続のとびが現れる。これは準粒子

の寿命がフェルミ面に近付くにつれて無限大になることを反映しており、フェルミ液体の

重要な特徴である。

一方で、一次元系では、電子の運動の自由度が強く制限されるため、フェルミ液体の考

え方は破綻し [7]、代わりに朝永ラッティンジャー液体 (TLL)状態が現れる [8–13]。TLL

状態では低エネルギー励起は電荷の励起とスピンの励起に対応する互いに独立な集団励起

として記述される。集団励起はボーズ統計に従うことから、一次元系ではフェルミエネル

ギー付近で図 1.2のようにバンドを線形に近似し、ボゾン演算子を用いて系の励起を記述

するボゾン化法 [11–14] が有効である (付録 A.1 参照)。この手法を用いて運動量分布関

数を求めると、|k− kF |A で与えられる冪依存型の関数となり、図 1.1(b)のように、TLL

状態ではフェルミ波数でのとびは見られず連続となる。ここで、Aは相互作用に依存する
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指数である (付録 A.2参照)。この他にも、TLL状態では様々な相関関数に冪依存性が見

られる。たとえば、状態密度 D(ϵ, T )についても、D(ϵ, 0) ∝ |ϵ|λ と D(0, T ) ∝ Tλ のよ

うに冪依存型の関数となる。ここで、ϵはフェルミエネルギーを基準としたエネルギーで

あり、λ は相互作用の強さに依存する指数である (付録 A.3 参照)。さらにスペクトル関

数は、図 1.3のように、スピンと電荷が独立した励起速度 vσ と vρ を持つことからスペク

トルが分裂し、それぞれの励起に対応するエネルギーで冪依存型の特異性が見られる。ま

た、異なるブランチ間の散乱を考えた場合には、−vρ に対応するエネルギーでショルダー
が現れる (付録 A.4参照) [15–18]。以上のように、一次元系では高次元系とは異なる特異

な振る舞いが見られる。

図 1.1 (a) 三次元相関電子系と (b)一次元系相関電子系の運動量分布関数。

図 1.2 線形に近似したエネルギーバンド。ϵF はフェルミエネルギー、kF はフェルミ

波数、vF はフェルミ速度である。

1.1.2 カーボンナノチューブとフラーレンポリマー

1991年に発見されたカーボンナノチューブ (CNT) [20]は、蜂の巣格子型の炭素原子か

ら成るグラフェン (図 1.4)を円筒状に丸めた構造を持つ物質である。その丸め方は多数存
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図 1.3 SU(2) 対称性を持つ系におけるスピン自由度を含んだ場合の + ブランチのス

ペクトル関数 ρ+(q, ω) [19]。ここで、q > 0であり、指数 γρ は相互作用に依存する変

数である。vρ は電荷励起の速度、vσ はスピン励起の速度であり、ω > 0において電荷

の励起とスピンの励起で分離している。

在し、チューブ 1周の長さを持つカイラルベクトル

L = na1 +ma2 (1.1)

によって構造が決定される。ここで、a1、a2 は二次元六角格子の基本並進ベクトルであ

る。カイラリティと呼ばれる整数の組み合わせ (n,m)が (n, n)の場合がアームチェア型

であり金属の性質を示す。(n, 0) の場合がジグザグ型であり、n が 3 の倍数の場合に金

属、それ以外の場合は半導体の性質を示す。一般的な (n,m)の場合がカイラル型であり、

n −m が 3 の倍数の時に金属、それ以外の場合は半導体の性質を示す。このように丸め

方で電気伝導性が変化するという性質から、半導体デバイスなどへの応用が期待されて

いる。

金属的性質を示す CNTに対する光電子分光実験の結果が図 1.5である。この実験は状

態密度の直接観測となっている。状態密度のエネルギーおよび、温度について、指数が約

0.43 ∼ 0.54の特異な冪的振る舞いが観測されたことから、CNTは TLL状態が実現する

一次元系であると考えられている [21]。

CNTと同じく炭素原子のみから成る物質にフラーレンがある [22]。フラーレンは中空

状の炭素分子であり、その代表として挙げられる C60 は 60 個の炭素原子の五員環と六員

環で構成されるサッカーボール状の三次元中空分子である。1993年には、この C60 が紫

外光照射によって重合することが Raoらによって報告された [23]。その後、尾上らによっ

て、紫外光照射で図 1.6の二次元ダンベル型フラーレンポリマーが作成され [24–28]、電子
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図 1.4 グラフェンの蜂の巣格子。カイラルベクトル Lは基本並進ベクトル a1、a2 を

用いてカイラリティ (n,m)で指定される。

図 1.5 CNT に対する光電子分光実験の結果。横軸が束縛エネルギー、縦軸が強度で

ある。参考文献 [21]より引用。

線照射で図 1.7の一次元ピーナッツ型フラーレンポリマー (PSFP)が作成された [29–33]。

ダンベル型フラーレンポリマーは C60 分子同士が互いの C = C二重結合を開裂させるこ

とで 2つの C − C単結合でリンクしたシクロ四員環を介した結合をしており、全体とし

て π 電子共役系が形成されていないことから半導体的性質を示すと考えられる。一方で、

PSFPは超高真空チャンバー内でフラーレン薄膜 (膜厚 100 nm)を作成した後に、電子線

(入射エネルギー 3 keV、ドーズ量 1015 ∼ 1016 cm−2s−1)を照射することで C60 同士が

一般化 Stone-Wales(GSW)転移反応を通して重合しポリマーが形成され [34,35]、π電子

共役系を形成することによって金属的性質を示すと考えられている。
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図 1.6 二次元ダンベル型フラーレンポリマー。参考文献 [28]より引用。

図 1.7 一次元ピーナッツ型フラーレンポリマー。カーボンナノチューブに周期的な凹

凸を付加したような構造をもつ。参考文献 [28]より引用。

この PSFP に対して in situ 高分解能光電子分光実験が行われ、状態密度が実験的に

調べられた [36]。フェルミエネルギー付近での光電子スペクトル (エネルギー分解能：12

meV)の温度依存性 (30∼350 K)が図 1.8である。温度が 350Kから 30Kに下がるにつ

れて D(ω, T = 0) ∝ |h̄ω − EF |α の冪乗則が見られることから、PSFPは TLL状態が実

現する一次元電子系であることが言える。図 1.8 を両対数プロットした図 1.9 に対して

フィッテングを行った結果、D(ω, T = 0) ∝ |ω|α について α = 0.65 ± 0.08 が得られ、

D(ω = 0, T ) ∝ Tα では α = 0.59± 0.04が得られている。この約 0.6という PSFPの指

数 αの値は金属単層カーボンナノチューブの約 0.5 (0.43∼0.54) [21]と比べて非常に大き

な値となっている。この指数の増加は、参考文献 [37]で理論的に予想されたリーマン幾何

学の効果を反映した曲率ポテンシャルによる指数の増加とよく一致しているため、PSFP

の図 1.7のような周期的な凹凸曲面構造により有効的なポテンシャルが現れていると考え

られている。このように、PSFPは、1950年代から理論的に予測されてきた、電子に対

するリーマン幾何学的効果 [38]が発現する物質として注目を集めている。

また、PSFPは、電子線を照射した領域のみポリマー化することで物理的性質を制御す
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図 1.8 PSFPのフェルミエネルギー付近における in situ 高分解能光電子スペクトル

(エネルギー分解能：12 meV)の温度依存性。横軸が束縛エネルギー、縦軸が強度であ

る。参考文献 [36]より引用。

図 1.9 図 1.8 の光電子スペクトルの (a) 束縛エネルギー、(b) 温度についての冪依

存性。両者ともに両対数でプロットされている。(b) については縦軸がフェルミエネ

ルギー EF での強度と束縛エネルギー 0.5 eV での強度の比で表されている。参考文

献 [36]より引用。

ることができるため、デバイス応用の面でも魅力的であると考えられる [39]。さらに、上

述した幾何学的曲率による有効ポテンシャルの効果が現れるなど、CNTと異なる新奇な

カーボンナノ物質としてさらなる研究の進展が期待されている。

しかしながら、PSFPが形成される際に起こる GSW転移は、図 1.10のように炭素原

子同士の結合が 90度回転することで、環員数が変化する反応であることから重合部分の

架橋構造には様々な形状が現れうる。in situ IR分光実験によると、１つのポリマー内に
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異なる架橋構造は現れないことがわかっているが、その架橋部分の幾何学的構造は明ら

かではない [30–32]。一方で理論研究として、比較的安定な PSFPの架橋構造を表した図

1.11の T3構造 [40]に対して GSW転移により得られる 53種類の構造異性体に対して第

一原理計算が行われ、バンド構造や電気伝導性などが調べられた [41]。例えば 53種類の

構造異性体の中で、ユニットセル当たりの総エネルギーが T3 構造と比較して 1.421 eV

低く 2番目に安定な FP6L構造 (図 1.12) と、2.188 eV低く最も安定な FP5N構造 (図

1.13) に注目する。これらの構造間には、架橋部分が FP5N構造は 5個の八員環のみで構

成されているのに対して、FP6L構造は七員環と八員環で構成されているというわずかな

違いが存在する。第一原理計算により得られたバンド分散は FP6L構造が図 1.14、FP5N

構造が図 1.15である。フェルミエネルギー (0 eV) 付近に注目すると、両構造共にバンド

がフェルミエネルギーと交差していることから金属的であると考えられるが、そのバンド

構造は大きく異なる。図 1.14を見ると、FP6L構造については、フェルミ波数が 1つであ

り、ちょうどその点で 2本のバンドが異なるフェルミ速度 (正および負)で交差している。

また、これらのバンドは縮退していない。一方で、FP5N構造では原子構造内の高度な対

称性に起因して負のフェルミ速度を持つバンドが 2重に縮退している。そのため、図 1.15

のように正のフェルミ速度を持つバンドとの合計 3本のバンドがフェルミエネルギーから

ずれた所で交点を持ち、2つのフェルミ波数が現れる。このように、架橋構造のわずかな

幾何学的形状の違いから、物理的性質に影響を与えるフェルミエネルギー付近のバンド構

造に大きな違いが現れる。したがって、さらなる研究の進展、デバイスへの応用のために

は、合成された PSFPがどのような構造をもつのかを判別することが重要となる。

1.2 目的

T3 構造に対する GSW 転移により得られる 53 種類の構造異性体の内、実現する可能

性が高いのはエネルギー的に安定なものであると考えられる。そこで、最もエネルギー的

に安定な FP5N構造と次に安定な FP6L構造に対して、次章で述べる状態密度の理論的

図 1.10 一般化 Stone-Wales 転移の概要図。例えば、M 員環と N 員環を繋ぐ炭素間

の二重結合が 90度回転し、M、N、O、P員環がM+1、N+1、O-1、P-1員環に変化

する。
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研究が行われたが、結果として両構造間には指数の定量的な違いが現れるが、その差は実

験誤差の範囲に収まることがわかっている [42]。そのため、光電子分光実験による両構造

の判別は難しい。そこで、本研究では、第一原理計算によるバンド構造を直接反映し、か

つ実験的に観測可能な物理量であるスペクトル関数、および輸送特性として電気抵抗率と

光学伝導度に注目し、両安定構造が定性的な違いにより判別できるかを明らかにすること

を目的とする。

1.3 構成

本論文は全 5章で構成されている。第 2章では本研究で用いる PSFPのモデルとそれ

に関する先行研究の紹介を行う。そこでは、そのモデルに対してボソン化法が適用され、

状態密度の解析が行われている。第 3章と第 4章では、それぞれ、スペクトル関数と電気

抵抗率および光学伝導度の解析を行う。これらの物理量に対して解析的な表式を導出し、

それに基づいた数値解析の結果を議論する。第 5章では本研究のまとめを行う。

図 1.11 比較的エネル

ギー的に安定な T3 構造。

参考文献 [41]より引用。

図 1.12 T3 構造に対す

る GSW 転移により得ら

れる FP6L 構造。参考文

献 [41]より引用。

図 1.13 T3 構造に対す

る GSW 転移により得ら

れる FP5N 構造。参考文

献 [41]より引用。
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図 1.14 FP6L 構造の分散関係。赤色破

線はフェルミエネルギーを表す。参考文

献 [41]より引用。

図 1.15 FP5N 構造の分散関係。赤色破

線はフェルミエネルギーを表す。参考文

献 [41]より引用。
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第 2章

フラーレンポリマーにおける朝永
ラッティンジャー理論

本章では、本研究で用いるフラーレンポリマーの朝永ラッティンジャー液体（TLL）理

論 [42]を紹介する。この理論では、第１章で紹介した第一原理計算によって得られた様々

な構造のうち、２種類の安定構造（FP6L、FP5N）を取り扱う。また、この理論を用いて

得られた状態密度のエネルギーおよび温度依存性の結果およびその実験との比較について

述べる。

2.1 モデルとボゾン化法の適用

第一原理計算によって得られたバンド分散 (図 1.14、1.15)の中から低エネルギー励起

に重要な役割を果たすフェルミエネルギーをよぎるバンドのみを取り出し、それらに対し

てフェルミエネルギーにおいて線形近似を行う。その分散関係は図 2.1 によって与えら

れる。図 2.1(a) と (b) はそれぞれ FP6L と FP5N のバンド構造に対応する。以下では、

FP6Lの線形化されたバンド分散をバンド構造 I、FP5Nの線形化されたバンド分散をバ

ンド構造 IIと記す。ここで、符号 p = + (−)は右向き (左向き)に運動する状態を表す。

バンド構造 Iでは、速度 v1 と −v2（−v1 と v2）をもつバンド分散が波数K0（−K0）で

交差している。これらの状態はスピン自由度を除いて縮退していない。一方、バンド構造

IIでは、速度 v1 のバンド分散と速度 −v2 のバンド分散、および −v1 のバンド分散と v2

のバンド分散が交差している。ここで、フェルミ速度 v1 のバンド分散は縮退していない

が、フェルミ速度 v2 のバンド分散は二重に縮退している。このため、バンド構造 IIでは

3つのバンド分散が交差するエネルギーよりもフェルミエネルギーが小さくなる。その結

果、フェルミ速度 v1 のバンド分散のフェルミ波数K1 とフェルミ速度 v2 のバンド分散の

フェルミ波数 K2 は異なり、K1 < K2 を満たす。第一原理計算によって得られたバンド
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図 2.1 フラーレンポリマーの TLL理論構築に必要なバンド分散。第一原理計算で得

られたバンド分散 (図 1.14、1.15)の中からフェルミエネルギー EF をよぎるバンドの

みを取り出し、EF 近傍で線形近似を行っている。(a)は FP6L、(b)は FP5Nに対応

し、以下ではそれぞれバンド構造 I、バンド構造 II と記す。ここで、v1、v2 はフェル

ミ速度であり、p = + (−)は右向き (左向き)に運動する状態を表す。(a)では、各々

のバンドは縮退しておらず、フェルミ波数 ±K0 で交差する。(b)では、フェルミ速度

v1 のバンドは縮退していないが、フェルミ速度 v2 のバンドが二重に縮退している。前

者と後者のフェルミ波数はそれぞれK1 とK2 である。

構造 I、IIのフェルミ速度は表 2.1にまとめられている。低エネルギー励起を記述するハ

表 2.1 バンド構造 Iと IIのフェルミ速度

バンド構造 I バンド構造 II

v1 6.809× 105 m/s 7.322× 105 m/s

v2 4.237× 105 m/s 2.639× 105 m/s
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ミルトニアンの運動エネルギー部分Hk は以下の式で与えられる。

Hk =
∑
p=±

N∑
ν=1

∑
k

pvFνkc
†
p,ν(k)cp,ν(k)

= −i
∑
p=±

N∑
ν=1

pvFν

∫
dxψ†

p,ν∂xψp,ν (2.1)

ここで、ν はスピン自由度を含むバンドインデックスである。したがって、その数 N は

バンド構造 Iでは N = 4、バンド構造 IIでは N = 6となる。また、vFν は ν 番目のバン

ドのフェルミ速度である。バンドインデックス、フェルミ速度、およびスピンの間の関係

は以下の表 2.2にまとめられている。また、cp,ν(k)は ν 番目のバンドの pブランチの波

表 2.2 バンドインデックス ν とフェルミ速度、スピンの間の関係

バンド構造 I バンド構造 II

ν vFν spin ν vFν spin

1 v1 ↑ 1 v1 ↑
2 v2 ↑ 2 v2 ↑

3 v2 ↑
3 v1 ↓ 4 v1 ↓
4 v2 ↓ 5 v2 ↓

6 v2 ↓

数 k （k はフェルミ波数からのズレを表し、フェルミ波数よりも遥かに小さいものとす

る）の電子の消滅演算子であり、ゆるやかに変化する電子場の演算子 ψp,ν(x)と以下のよ

うな関係で結ばれている。

ψp,ν(x) =
1√
L

∑
k

eikxcp,ν(k) (2.2)

ここで、Lは系の長さである。この電子場の演算子を用いて、バンド構造 Iおよび IIのス

ピンアップの電子の消滅演算子 ψ↑(x, t)およびスピンダウンの電子の消滅演算子 ψ↓(x, t)

は次のように与えられる。バンド構造 Iでは、

ψ↑(x, t) =
(
ψ+,1(x, t) + ψ−,2(x, t)

)
eiK0x +

(
ψ−,1(x, t) + ψ+,2(x, t)

)
e−iK0x (2.3)

ψ↓(x, t) =
(
ψ+,3(x, t) + ψ−,4(x, t)

)
eiK0x +

(
ψ−,3(x, t) + ψ+,4(x, t)

)
e−iK0x (2.4)
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バンド構造 IIでは、

ψ↑(x, t) = ψ+,1(x, t)e
iK1x +

(
ψ−,2(x, t) + ψ−,3(x, t)

)
eiK2x

+ψ−,1(x, t)e
−iK1x +

(
ψ+,2(x, t) + ψ+,3(x, t)

)
e−iK2x (2.5)

ψ↓(x, t) = ψ+,4(x, t)e
iK1x +

(
ψ−,5(x, t) + ψ−,6(x, t)

)
eiK2x

+ψ−,4(x, t)e
−iK1x +

(
ψ+,5(x, t) + ψ+,6(x, t)

)
e−iK2x (2.6)

となる。

電子間相互作用としては、長距離クーロン相互作用を取り入れる。その際、最も大きな

行列要素を持つ項はカーボンナノチューブと同様に前方散乱項であり、そのハミルトニア

ンHint は以下の式で与えられる。

Hint =
V̄ (0)

2

∫
dxρ(x)2 (2.7)

ここで、ρ(x) は電荷密度の空間的にゆっくり変化する部分であり、ρ(x) =:∑
p=±

∑N
ν=1 ψ

†
p,ν(x)ψp,ν(x) : によって与えられる。前方散乱の行列要素 V̄ (0) は、

V̄ (0) = (2e2/κ) lnRs/Rと書かれる。ここで −eは電子の電荷、κは誘電率、Rはフラー
レンポリマーの平均半径、Rs はクーロン相互作用の長距離のカットオフである。なお、

V̄ (0)は、Rs に対数関数で依存しているため、Rs の値にはあまり依らない。実際には他

の相互作用も存在するが、それらは O(a/R)（aは最近接炭素間距離）であるため無視す

る。このような相互作用は前章で紹介したカーボンナノチューブの光電子分光の結果を再

現する。

次に、ハミルトニアンおよびゆるやかに変化する電子場の演算子 ψp,ν(x)を位相変数を

用いて表す。付録 Aで記した手法を多チャンネルに拡張し [43]、位相変数 θν(x)および

ϕν(x)を導入する。

θν(x) = − 1√
2

∑
p

p

Qp,ν − 2πpx

L
Np,ν − 2πi

L

∑
q ̸=0

p
e−iqx

q
ρp,ν(q)

 (2.8)

ϕν(x) = − 1√
2

∑
p

Qp,ν − 2πpx

L
Np,ν − 2πi

L

∑
q ̸=0

p
e−iqx

q
ρp,ν(q)

 (2.9)

ここで、[Qp,ν , Np′,ν′ ] = iδpp′δνν′ であり、ρp,ν(q)は次のように定義される。

ρp,ν(q) ≡

{∑
k c

†
p,ν(k + q)cp,ν(k) · · · q ̸= 0

Np,ν =
∑

k : c†p,ν(k)cp,ν(k) : · · · q = 0
(2.10)
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この位相変数は、交換関係

[θν(x), ϕν′(x′)] = iπsgn(x− x′)δνν′ (2.11)

を満たす。この位相変数を用いて、ハミルトニアンH = Hk +Hint は

H =
1

2

∑
ν,ν′=1

∫
dx

{
Πν(K

−1)νν′Πν′ + ∂xθνVνν′∂xθν′
}

(2.12)

と書ける。ここで、Πν = −∂xϕν/(2π)によって定義され、

[θν(x),Πν′(x′)] = iδνν′δ(x− x′) (2.13)

を満たす。すなわち、Πν は θν に共役な運動量である。式 (2.12)において、N ×N の行

列K と V は以下のように与えられる。

(K−1)νν′ = 2πvFνδνν′ (2.14)

Vνν′ =
vFν
2π

δνν′ +
V̄ (0)

2π2
=
vFν
2π

δνν′ + g (2.15)

すなわち、バンド構造 Iでは、

K =


1

2πv1
0 0 0

0 1
2πv2

0 0

0 0 1
2πv1

0

0 0 0 1
2πv2

 (2.16)

V =


v1
2π + g g g g
g v2

2π + g g g
g g v1

2π + g g
g g g v2

2π + g

 (2.17)

一方、バンド構造 IIでは、

K =



1
2πv1

0 0 0 0 0

0 1
2πv2

0 0 0 0

0 0 1
2πv2

0 0 0

0 0 0 1
2πv1

0 0

0 0 0 0 1
2πv2

0

0 0 0 0 0 1
2πv2


(2.18)

V =



v1
2π + g g g g g g
g v2

2π + g g g g g
g g v2

2π + g g g g
g g g v1

2π + g g g
g g g g v2

2π + g g
g g g g g v2

2π + g

 (2.19)
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一方、電子場の演算子 ψp,ν(x)はこの位相変数を用いて、

ψp,ν(x) =
ηp,ν√
2πα

exp

{
i
p√
2
[θν(x) + pϕν(x)]

}
(2.20)

と書ける。ここで、ηp,ν は η†p,ν = ηp,ν および {ηp,ν , ηp′,ν′} = 2δpp′δνν′ を満たすマヨラ

ナフェルミオン演算子である。また、αは格子間隔程度の微小量であり、その逆数は波数

のカットオフを表す。

最後にハミルトニアンの対角化を行う。位相変数の運動方程式は

∂

∂t
Π = V

∂2

∂x2
θ (2.21)

∂

∂t
θ = K−1Π (2.22)

で与えられる。ここで、θ = (θ1, · · · , θN )T、Π = (Π1, · · · ,ΠN )T である。これを用いる

とエネルギー固有値 ω = ṽ|q|と対応する固有ベクトルX は以下の固有値方程式によって

決定される。

(ṽ2K − V )X = 0 (2.23)

以下ではその解を ṽj と Xj (j = 1, · · · , N) とする。なお固有ベクトルの規格化条件は

(Xi,KXj) = δij である。

上で得られた固有ベクトルを用いて、N ×N 行列 X を

X = (X1, X2, · · · , XN ) (2.24)

と定義する。この行列はXTKX = 1N を満たす。行列X およびKX を用いて以下のと

おり新たな変数 Θj(x)、Ξj(x)を定義する。

θν(x) =

N∑
j=1

XνjΘj(x) (2.25)

Πν(x) =

N∑
j=1

(KX)νjΞj(x) (2.26)

この変数は、交換関係 [Θj(x),Ξj′(x
′)] = iδjj′δ(x− x′)を満たす。この変数を用いると、

ハミルトニアンは以下のように対角化される。

H =
1

2

N∑
j=1

∫
dx

{
Ξ2
j + ṽ2j

(
∂xΘj

)2}
(2.27)

一方、電子場の演算子 ψp,ν(x)は以下のように表される。

ψp,ν(x, t) =
ηp,ν√
2πα

exp
[
i
p√
2

N∑
j=1

(
XνjΘj(x, t) + p(KX)νjΦj(x, t)

)]
(2.28)
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ここで、

ϕν(x) =
N∑
j=1

(KX)νjΦj(x) (2.29)

である。後の計算に役立つようモード展開 [44]を行う。
[
bj(q), b

†
j′(q

′)
]
= δjj′δqq′ を満た

すボゾンの生成消滅演算子 b†j(q), bj(q)を用いて、ハミルトニアンは以下のように書ける。

H =
N∑
j=1

∑
q

ṽj |q|b†j(q)bj(q) (2.30)

この時、

Θj(x, t) =
1√
L

∑
q

(
bj(q)e

iqx−iṽj |q|t + b†j(q)e
−iqx+iṽj |q|t

)√ 1

2ṽj |q|
(2.31)

Ξj(x, t) = − i√
L

∑
q

(
bj(q)e

iqx−iṽj |q|t − b†j(q)e
−iqx+iṽj |q|t

)√ ṽj |q|
2

(2.32)

Φj(x, t) =
2π√
L

∑
q

1

q

(
bj(q)e

iqx−iṽj |q|t + b†j(q)e
−iqx+iṽj |q|t

)√ ṽj |q|
2

(2.33)

である。

以下に、バンド構造 Iと IIについて、式 (2.23)の解と N ×N 行列 X および KX を

まとめておく。バンド構造 Iでは、

X1 =
√
πv1


1
0
−1
0

 · · · ṽ1 = v1 (2.34)

X2 =
√
πv2


0
1
0
−1

 · · · ṽ2 = v2 (2.35)

X3 =
1√
Z+


B+

A+

B+

A+

 · · · ṽ3 = v+ (2.36)

X4 =
1√
Z−


B−
A−
B−
A−

 · · · ṽ4 = v− (2.37)



22 第 2章 フラーレンポリマーにおける朝永ラッティンジャー理論

と得られる。ここで、

ṽ2± =
v21 + v22 + 4πg(v1 + v2)±

√
D

2
(2.38)

D = (v21 − v22){v21 − v22 + 8πg(v1 − v2)}+ 16π2g2(v1 + v2)
2 (2.39)

Z± =
B2

±
πv1

+
A2

±
πv2

(2.40)

A± =
v2± − v21
2πv1

(2.41)

B± =
v2± − v22
2πv2

(2.42)

である。この結果から、ṽ1 = v1 および ṽ2 = v2 はそれぞれバンド１、バンド２のスピン

励起を表していることがわかる。一方、２つの電荷励起の速度はそれぞれ v+ と v− であ

る。上記の結果を用いると、4× 4行列 X とKX は以下のように与えられる。

X =



√
πv1 0 B+√

Z+

B−√
Z−

0
√
πv2

A+√
Z+

A−√
Z−

−√
πv1 0 B+√

Z+

B−√
Z−

0 −√
πv2

A+√
Z+

A−√
Z−

 (2.43)

KX =



1
2πv1

√
πv1 0 1

2πv1

B+√
Z+

1
2πv1

B−√
Z−

0 1
2πv2

√
πv2

1
2πv2

A+√
Z+

1
2πv2

A−√
Z−

− 1
2πv1

√
πv1 0 1

2πv1

B+√
Z+

1
2πv1

B−√
Z−

0 − 1
2πv2

√
πv2

1
2πv2

A+√
Z+

1
2πv2

A−√
Z−

 (2.44)

一方、バンド構造 IIでは、励起の速度 ṽj と対応する固有ベクトルXj は以下のように得

られる。

X1 =
√
πv1


1
0
0
−1
0
0

 · · · ṽ1 = v1 (2.45)
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X2 =
√
πv2


0
1
0
0
−1
0

 · · · ṽ2 = v2 (2.46)

X3 =
√
πv2


0
0
1
0
0
−1

 · · · ṽ3 = v2 (2.47)

X4 =
√
πv2



0
1√
2

− 1√
2

0
1√
2

− 1√
2


· · · ṽ4 = v2 (2.48)

X5 =
1√
Z+


B+

A+

A+

B+

A+

A+

 · · · ṽ5 = v+ (2.49)

X6 =
1√
Z−


B−
A−
A−
B−
A−
A−

 · · · ṽ6 = v− (2.50)

ここで、

ṽ2± =
v21 + v22 + 4πg(v1 + 2v2)±

√
D

2
(2.51)

D =
(
v21 − v22

){
v21 − v22 + 8πg

(
v1 − 2v2

)}
+ 16π2g2

(
v1 + 2v2

)2

(2.52)



24 第 2章 フラーレンポリマーにおける朝永ラッティンジャー理論

Z± =
B2

±
πv1

+
2A2

±
πv2

(2.53)

A± =
v2± − v21
2πv1

(2.54)

B± =
v2± − v22
2πv2

(2.55)

である。ṽ1 = v1、 ṽ2 = v2、 ṽ3 = v2 はそれぞれ、バンド１、バンド２、バンド３のスピ

ン励起の速度である。一方、 ṽ4 = v2、 ṽ5 = v+、 ṽ6 = v− は電荷励起の速度である。こ

の結果を用いると、6× 6行列 X とKX は

X =



√
πv1 0 0 0 B+√

Z+

B−√
Z−

0
√
πv2 0

√
πv2

2
A+√
Z+

A−√
Z−

0 0
√
πv2 −

√
πv2

2
A+√
Z+

A−√
Z−

−√
πv1 0 0 0 B+√

Z+

B−√
Z−

0 −√
πv2 0

√
πv2

2
A+√
Z+

A−√
Z−

0 0 −√
πv2 −

√
πv2

2
A+√
Z+

A−√
Z−


(2.56)

KX =



1
2πv1

√
πv1 0 0 0 1

2πv1

B+√
Z+

1
2πv1

B−√
Z−

0 1
2πv2

√
πv2 0 1

2πv2

√
πv2

2
1

2πv2

A+√
Z+

1
2πv2

A−√
Z−

0 0 1
2πv2

√
πv2 − 1

2πv2

√
πv2

2
1

2πv2

A+√
Z+

1
2πv2

A−√
Z−

− 1
2πv1

√
πv1 0 0 0 1

2πv1

B+√
Z+

1
2πv1

B−√
Z−

0 − 1
2πv2

√
πv2 0 1

2πv2

√
πv2

2
1

2πv2

A+√
Z+

1
2πv2

A−√
Z−

0 0 − 1
2πv2

√
πv2 − 1

2πv2

√
πv2

2
1

2πv2

A+√
Z+

1
2πv2

A−√
Z−


(2.57)

である。

このボソン化法をカーボンナノチューブに適用するには、バンド構造 I において

v1 = v2 = v0 （v0 ∼ 8.0 × 105m/s はカーボンナノチューブのフェルミ速度）とすれば

よい。その場合、ṽ1 = ṽ2 = ṽ4 = v0、ṽ3 = v+ = v0
√
1 + 4V̄ (0)/(πv0)となる。このよ

うに、バンド構造 Iでは４つの低エネルギー励起が全て異なる速度を持つが、カーボンナ

ノチューブでは４つの励起のうち３つが縮退する。一方、バンド構造 IIでは６つの低エ

ネルギー励起が存在し、カーボンナノチューブとは異なる。このように、フラーレンポリ

マーとカーボンナノチューブは同じ炭素原子のみから成る一次元伝導体であるにもかかわ
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らず、励起状態の性質が異なる。これは、凸凹構造に伴う有効ポテンシャルの効果と捉え

ることができる。

なお、ここで紹介したボソン化法は周期的境界条件に基づいており、参考文献 [42]で用

いられたものとは異なる。本節のボソン化法では、次節で紹介する状態密度の空間依存性

を議論できず、バルクの位置の状態密度が得られるだけである。ただし、この手法を用い

なければスペクトル関数を得ることはできない。

2.2 状態密度

本節では、参考文献 [42] で行われた実験的に観測されたフラーレンポリマーの状態密

度の冪指数を定量的に記述する理論研究について紹介する。ν 番目のバンドの位置 xでの

局所状態密度は

Dν(ω, T, x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dteiωt⟨{ψ†

ν(x, 0), ψν(x, t)}⟩ (2.58)

で与えられ、全体の局所状態密度 (LDOS)は各バンドの値の和で

D(ω, T, x) =
N∑

ν=1

Dν(ω, T, x) (2.59)

となる。先に述べたように、前節で導入したボソン化法を用いると位置依存性は得られ

ないため、以下では位置 x を落とす。ν 番目のバンドの状態密度は以下のとおり計算さ

れる。

Dν(ω, T ) =
2

π2α

N∏
j=1

(
α

ṽj

)Yνj

cos

π

2

N∑
j=1

Yνj


×
∫ ∞

0

dt

t
∑N

j=1 Yνj

{
cosωt

(
πTt

sinhπTt

)∑N
j=1 Yνj

− 1

}
(2.60)

ここで、T は絶対温度を表す。この式は、T = 0において、

Dν(ω, 0) =
1

πα

N∏
j=1

(
α

ṽj

)Yνj 1

Γ(
∑N

j=1 Yνj)
ω
∑N

j=1 Yνj−1 (2.61)

となる。ここで、Γ(z)はガンマ関数である。一方、ω = 0において

Dν(0, T ) =
1

π2α

N∏
j=1

(
α

ṽj

)Yνj

{
Γ(

∑N
j=1 Yνj/2)

}2

Γ(
∑N

j=1 Yνj)
(2πT )

∑N
j=1 Yνj−1 (2.62)
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となる。これらの式において、

Yνj =
1

2

{
(Xνj)

2

2πṽj
+ 2πṽj [(KX)νj ]

2

}
(2.63)

である。したがって、ν 番目のバンドの状態密度に現れる冪指数 λ(ν)は、

λ(ν) =
N∑
j=1

Yνj − 1 (2.64)

で与えられる。具体的な値として、バンド構造 Iでは、

λ(1) = λ(3) =
1

2

{
1

2πv+

B2
+

Z+

[
1 +

(
v+
v1

)2
]
+

1

2πv−

B2
−

Z−

[
1 +

(
v−
v1

)2
]}

− 1

2
(2.65)

λ(2) = λ(4) =
1

2

{
1

2πv+

A2
+

Z+

[
1 +

(
v+
v2

)2
]
+

1

2πv−

A2
−

Z−

[
1 +

(
v−
v2

)2
]}

− 1

2
(2.66)

バンド構造 IIでは、

λ(1) =λ(4) =
1

2

{
1

2πv+

B2
+

Z+

[
1 +

(
v+
v1

)2
]
+

1

2πv−

B2
−

Z−

[
1 +

(
v−
v1

)2
]}

− 1

2
(2.67)

λ(2) =λ(3) = λ(5) = λ(6)

=
1

2

{
1

2πv+

A2
+

Z+

[
1 +

(
v+
v2

)2
]
+

1

2πv−

A2
−

Z−

[
1 +

(
v−
v2

)2
]}

− 1

4
(2.68)

である。

相互作用の値 V̄ (0)/(πv0) = 7.47 を用いた数値計算の結果を図 2.2-2.5 に記す。この

相互作用の値は、カーボンナノチューブで得られた実験値を再現する。これらの図の

D(b)(ω, T )が式 (2.59)の D(ω, T )となっている。一方、D(e)(ω, T )は試料の端の状態密

度であるが、前節で紹介したボソン化法では得られないので、以下の議論では除く。こ

こで、バンド構造 I の D(ω, T = 0) が図 2.2、D(ω = 0, T ) が図 2.4、バンド構造 II の

D(ω, T = 0)が図 2.3、D(ω = 0, T )が図 2.5とを表している。各図の (b)は (a)を両対数

でプロットしたものである。青の実線はカーボンナノチューブの結果である。両バンド構

造ともに、TLL状態の特徴である状態密度のエネルギー ω および温度 T の冪関数となっ

ている。また、その冪の値は２つの異なったフェルミ速度が存在することに対応して２

種類現れ、エネルギーまたは温度の関数としてクロスオーバーする。V̄ (0)/(πv0) = 7.47

の場合の値は以下の通りとなっている。バンド構造 Iでは、低エネルギー（温度）領域で

λ = λ(1) ≃ 0.568、高エネルギー（温度）領域で λ = λ(2) ≃ 0.645である。一方、バン

ド構造 II では、低エネルギー（温度）領域で λ = λ(1) ≃ 0.542、高エネルギー（温度）

領域で λ = λ(2) ≃ 0.687である。これらの値は、カーボンナノチューブで観測された指
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数である約 0.46よりも大きな値であり、参考文献 [36]による光電子分光実験の結果を定

量的に記述することができている。実験的には指数のクロスオーバーは観測されていない

が、エネルギー分解能の向上や解析方法の変更により今後観測される可能性はある。

このような結果から、状態密度ではバンド構造 I と II の違いは指数の定量的な違いと

して現れることがわかる。しかしながら、この差異は光電子分光実験の誤差の範囲である

ため、光電子分光実験で得られる状態密度によって FP6Lと FP5Nのどちらが実現して

いるかを同定するのは難しいと考えられる。
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図 2.2 バンド構造 I の T = 0 での状態密

度のエネルギー ω 依存性。青線はカーボン

ナノチューブを表す。(a)は線形プロット、

(b) は両対数プロットである。(b) におい

て、点線および破線は低エネルギーおよび

高エネルギーの冪の値を用いたフィッティ

ングである。参考文献 [42]より引用。

図 2.3 バンド構造 IIの T = 0での状態密

度のエネルギー ω 依存性。青線はカーボン

ナノチューブを表す。(a)は線形プロット、

(b) は両対数プロットである。(b) におい

て、点線および破線は低エネルギーおよび

高エネルギーの冪の値を用いたフィッティ

ングである。参考文献 [42]より引用。
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図 2.4 バンド構造 I の ω = 0 での状態

密度の温度 T 依存性。青線はカーボンナ

ノチューブを表す。(a) は線形プロット、

(b) は両対数プロットである。(b) におい

て、点線および破線は低温および高温の冪

の値を用いたフィッティングである。参考

文献 [42]より引用。

図 2.5 バンド構造 II の ω = 0 での状態

密度の温度 T 依存性。青線はカーボンナ

ノチューブを表す。(a) は線形プロット、

(b) は両対数プロットである。(b) におい

て、点線および破線は低温および高温の冪

の値を用いたフィッティングである。参考

文献 [42]より引用。
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第 3章

スペクトル関数

本章では、前章で導入したフラーレンポリマーのボソン化理論を用いて、スペクトル関

数を議論する [45]。まず、バンド構造 Iおよびバンド構造 II に対して解析的計算により

スペクトル関数の具体的な式を導出する。その後、得られた式の数値計算を行い、両バ

ンド構造のスペクトル関数の比較・検討を行う。また、カーボンナノチューブとの比較も

行う。

3.1 解析的な計算

本章の計算では、上向きスピンのスペクトル関数 A↑(k, ω)を取り扱う。A↑(k, ω)は以

下の式によって定義される。

A↑(k, ω) = − 1

π
Im

∫
dx

∫
dte−i(kx−ωt)GR

↑ (x, t) (3.1)

ここで、GR
↑ (x, t)は上向きスピンの電子の遅延グリーン関数であり

GR
↑ (x, t) = −iθ(t)⟨{ψ↑(x, t), ψ

†
↑(0, 0)}⟩ (3.2)

で与えられる。もちろん、A↑(k, ω)はハミルトニアンのスピン空間の回転対称性のため下

向きスピンのスペクトル関数 A↓(k, ω)に等しい。

遅延グリーン関数 GR
↑ (x, t)は、バンド構造 Iについては式 (2.3)を用いると、

GR
↑ (x, t) =

{
GR

+,1(x, t) +GR
−,2(x, t)

}
eiK0x +

{
GR

−,1(x, t) +GR
+,2(x, t)

}
e−iK0x

(3.3)

と表され、バンド構造 IIについては式 (2.5)を用いて、

GR
↑ (x, t) = GR

+,1(x, t)e
iK1x +

(
GR

−,2(x, t) +GR
−,3(x, t)

)
eiK2x

+GR
−,1(x, t)e

−iK1x +
(
GR

+,2(x, t) +GR
+,3(x, t)

)
e−iK2x (3.4)
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と表される。ここで、GR
p,ν(x, t) はゆるやかに変化する場の演算子 ψp,ν(x, t) の遅延グ

リーン関数で、

GR
p,ν(x, t) = −iθ(t)⟨{ψp,ν(x, t), ψ

†
p,ν(0, 0)}⟩ (3.5)

である。付録 B.1に示したように、GR
p,ν(x, t)は以下のように計算される。

GR
p,ν(x, t) = −iθ(t)

(
Fp,ν(x, t) + Fp,ν(−x,−t)

)
(3.6)

ここで、

Fp,ν(x, t) =
1

2πα

N∏
j=1

[Wj(x, t)]
Aν,j(p) [Wj(−x, t)]Aν,j(−p)

(3.7)

Wj(x, t) =

[(
1− i

x− ṽjt

α

) ξj(T )

π(x− ṽjt)
sinh

(
π
x− ṽjt

ξj(T )

)]−1

(3.8)

Aν,j(p) =
1

8πṽj

(
Xνj + 2πp(KX)νj ṽj

)2

(3.9)

ξj(T ) =
ṽj
T

(3.10)

である。この表式から、Fp,ν(x, t) と Fp,ν(−x,−t) は複素共役の関係であることがわか
る。以下に、バンド構造 Iとバンド構造 IIの指数 Aν,j(p)と関数 Fp,ν(x, t)をまとめてお

く。バンド構造 Iでは、指数は

A11(p) = A31(p) = A22(p) = A42(p) =
(1 + p)2

8
(3.11)

A21(p) = A41(p) = A12(p) = A32(p) = 0 (3.12)

A13(p) = A33(p) =
1

8πv+

(
1 + p

v+
v1

)2B2
+

Z+
(3.13)

A23(p) = A43(p) =
1

8πv+

(
1 + p

v+
v2

)2A2
+

Z+
(3.14)

A14(p) = A34(p) =
1

8πv−

(
1 + p

v−
v1

)2B2
−

Z−
(3.15)

A24(p) = A44(p) =
1

8πv−

(
1 + p

v−
v2

)2A2
−

Z−
(3.16)
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となり、式 (3.7)の Fp,ν(x, t)は

F+,1(x, t) =
1

2πα
W

1/2
1 (x, t)W

A13(+)
3 (x, t)W

A13(−)
3 (−x, t)

×WA14(+)
4 (x, t)W

A14(−)
4 (−x, t) (3.17)

F−,1(x, t) =
1

2πα
W

1/2
1 (−x, t)WA13(−)

3 (x, t)W
A13(+)
3 (−x, t)

×WA14(−)
4 (x, t)W

A14(+)
4 (−x, t) (3.18)

F+,2(x, t) =
1

2πα
W

1/2
2 (x, t)W

A23(+)
3 (x, t)W

A23(−)
3 (−x, t)

×WA24(+)
4 (x, t)W

A24(−)
4 (−x, t) (3.19)

F−,2(x, t) =
1

2πα
W

1/2
2 (−x, t)WA23(−)

3 (x, t)W
A23(+)
3 (−x, t)

×WA24(−)
4 (x, t)W

A24(+)
4 (−x, t) (3.20)

で与えられる。一方、バンド構造 IIの指数 Aν,j(p)と関数 Fp,ν(x, t)は以下のように与え

られる。

A11(p) = A41(p) = A22(p) = A52(p)

= A33(p) = A63(p) =
(1 + p)2

8
(3.21)

A12(p) = A13(p) = A14(p) = A21(p) = A23(p) = A31(p)

= A32(p) = A42(p) = A43(p) = A44(p) = A51(p)

= A53(p) = A61(p) = A62(p) = 0 (3.22)

A24(p) = A34(p) = A54(p) = A64(p) =
(1 + p)2

16
(3.23)

A15(p) = A45(p) =
1

8πv+

(
1 + p

v+
v1

)2B2
+

Z+
(3.24)

A25(p) = A35(p) = A55(p) = A65(p) =
1

8πv+

(
1 + p

v+
v2

)2A2
+

Z+
(3.25)

A16(p) = A46(p) =
1

8πv−

(
1 + p

v−
v1

)2B2
−

Z−
(3.26)
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A26(p) = A36(p) = A56(p) = A66(p) =
1

8πv−

(
1 + p

v−
v2

)2A2
−

Z−
(3.27)

F+,1(x, t) =
1

2πα
W

1/2
1 (x, t)W

A15(+)
5 (x, t)W

A15(−)
5 (−x, t)

×WA16(+)
6 (x, t)W

A16(−)
6 (−x, t) (3.28)

F−,1(x, t) =
1

2πα
W

1/2
1 (−x, t)WA15(−)

5 (x, t)W
A15(+)
5 (−x, t)

×WA16(−)
6 (x, t)W

A16(+)
6 (−x, t) (3.29)

F+,2(x, t) =
1

2πα
W

3/4
2 (x, t)W

A25(+)
5 (x, t)W

A25(−)
5 (−x, t)

×WA26(+)
6 (x, t)W

A26(−)
6 (−x, t) (3.30)

F−,2(x, t) =
1

2πα
W

3/4
2 (−x, t)WA25(−)

5 (x, t)W
A25(+)
5 (−x, t)

×WA26(−)
6 (x, t)W

A26(+)
6 (−x, t) (3.31)

F+,3(x, t) =
1

2πα
W

3/4
2 (x, t)W

A35(+)
5 (x, t)W

A35(−)
5 (−x, t)

×WA36(+)
6 (x, t)W

A36(−)
6 (−x, t) (3.32)

F−,3(x, t) =
1

2πα
W

3/4
2 (−x, t)WA35(−)

5 (x, t)W
A35(+)
5 (−x, t)

×WA36(−)
6 (x, t)W

A36(+)
6 (−x, t) (3.33)

これらの結果を用いると、バンド構造 I の上向きスピンを持つ電子のスペクトル関数

A↑(k, ω)は

A↑(k, ω) =

{
A+,1(k −K0, ω) +A−,2(k −K0, ω) · · · k ∼ K0

A−,1(k +K0, ω) +A+,2(k +K0,−ω) · · · k ∼ −K0

(3.34)

で与えられる。このとき、フェルミ速度が v1のバンドからの寄与がA+,1(k−K0, ω)、−v2
のバンドからの寄与が A−,2(k −K0, ω)、−v1 のバンドからの寄与が A−,1(k +K0, ω)、

v2 のバンドからの寄与が A+,2(k +K0,−ω)であり、

A+,1(q, ω) = I+,1(q, ω) + I+,1(−q,−ω) (3.35)

A−,2(q, ω) = I−,2(q, ω) + I−,2(−q,−ω) (3.36)
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A−,1(q, ω) = I−,1(q, ω) + I−,1(−q,−ω) (3.37)

A+,2(q, ω) = I+,2(q, ω) + I+,2(−q,−ω) (3.38)

と表される。ここで、Ip,ν(k, ω)は Fp,ν(x, t)のフーリエ変換

Ip,ν(k, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt ei(ωt−kx)Fp,ν(x, t) (3.39)

である。バンド構造 IIでは、A↑(k, ω)は

A↑(k, ω) =

{
A+,1(k −K1, ω) +A−,2(k −K2, ω) +A−,3(k −K2, ω) · · · k ∼ K1,K2

A−,1(k +K1, ω) +A+,2(k +K2, ω) +A+,3(k +K2,−ω) · · · k ∼ −K1,−K2

(3.40)

で与えられる。このとき、フェルミ速度が v1 のバンドからの寄与が A+,1(k − K1, ω)、

−v2 のバンドからの寄与が A−,2(k−K2, ω)と A−,3(k−K2, ω)、−v1 のバンドからの寄
与が A−,1(k +K1, ω)、v2 のバンドからの寄与が A+,2(k +K2,−ω)と A+,3(k +K2, ω)

であり、

A+,1(q, ω) = I+,1(q, ω) + I+,1(−q,−ω) (3.41)

A−,2(q, ω) = I−,2(q, ω) + I−,2(−q,−ω) (3.42)

A−,3(q, ω) = I−,3(q, ω) + I−,3(−q,−ω) (3.43)

A−,1(q, ω) = I−,1(q, ω) + I−,1(−q,−ω) (3.44)

A+,2(q, ω) = I+,2(q, ω) + I+,2(−q,−ω) (3.45)

A+,3(q, ω) = I+,3(q, ω) + I+,3(−q,−ω) (3.46)

と表される。なお、バンド構造 II について、A−,2(k − K2, ω) = A−,3(k − K2, ω)、

A+,2(k +K2, ω) = A+,3(k +K2, ω)が成り立つ。
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3.2 スペクトル関数の数値解析

以下の数値計算では、相互作用の行列要素を CNT の光電子分光実験の結果 [21] を再

現するように、CNTのフェルミ速度 v0 ≃ 8.0× 105m/sを用いて V̄ (0)/(πv0) = 7.47と

する。

まず、バンド構造 Iの場合について述べる。フェルミ波数は K0α = 1.0と定める。相

互作用パラメーターを上のように定めたことから、集団励起の速度はそれぞれ ṽ1/v0 =

v1/v0 = 0.851、̃v2/v0 = v2/v0 = 0.530、̃v3/v0 = v+/v0 = 4.60、̃v4/v0 = v−/v0 = 0.670

となる。すなわち、v2 < v− < v1 < v+ を満たしている。外部の波数を kα = 1.25

(k > K0)、無次元化した温度 T/(v0α
−1) = 0.001とした場合のスペクトル関数 A↑(k, ω)

は、図 3.1 で与えられる。図 3.1 の (a) は A+,1(k −K0, ω)、(b) は A−,2(k −K0, ω) を

表し、(c) が A↑(k, ω) = A+,1(k − K0, ω) + A−,2(k − K0, ω) である。また、図内の矢

印は励起エネルギーの位置を示している。この結果は有限温度で計算されたものである

が、十分に温度が低いためその振る舞いは付録 B.2 で計算された T = 0 の結果から理

解できる。すなわち、(a) の A+,1(k −K0, ω) では、−v−(k −K0) < ω < v−(k −K0)

の領域でスペクトルのウェイトはほぼゼロであり、ω = v+(k −K0)、ω = v1(k −K0)

と ω = −v+(k −K0)にショルダーやピークなどの特異な振る舞いが現れている。一方、

(b) の A−,2(k −K0, ω) では、−v2(k −K0) < ω < v−(k −K0) の領域でスペクトルの

ウェイトはほぼゼロであり、ω = v+(k −K0)、ω = −v−(k −K0)と ω = −v+(k −K0)

にショルダーやピークなどの特異な振る舞いが現れている。なお、A+,1(k − K0, ω)(図

3.1(a))は相互作用が無い場合 A+,1(k −K0, ω) = δ(ω − v1(k −K0))である。したがっ

て、ω > 0 に現れているウェイトはこの δ(ω − v1(k −K0)) が相互作用のために広がっ

たものとみなすことができる。一方、ω < 0に現れるウェイ卜は相互作用によって新たに

生み出されたものである。本論文では前者をメイン、後者をシャドウと呼ぶことにする。

A−,2(k−K0, ω)(図 3.1(b))は相互作用が無い場合 A−,2(k−K0, ω) = δ(ω+ v2(k−K0))

である。したがって、ω < 0 に現れるウェイトがメイン、ω > 0 に現れるウェイトが

シャドウとなる。A+,1(k−K0, ω)とA−,2(k−K0, ω)を足し合わせたものがA↑(k, ω)(図

3.1(c)) であるが、フェルミ速度が v1 のバンドからの寄与と −v2 のバンドからの寄与が
ωの符号を反転させると同じ程度の大きさとなることから、エネルギー ωに対して比較的

対称な形状となっている。

バンド構造 I において外部の波数を kα = 0.75 (K0 > k)、無次元化した温度

T/(v0α
−1) = 0.001 とした場合の結果は図 3.2 となる。(a) が A+,1(k − K0, ω)、(b)

が A−,2(k −K0, ω)、(c)が A↑(k, ω) = A+,1(k −K0, ω) + A−,2(k −K0, ω)である。こ

の外部の波数はフェルミ波数との差の絶対値が kα = 1.25の場合と同じで、符号が逆であ
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る。したがって、得られたスペクトルは kα = 1.25の結果を ω = 0に対して左右反転さ

せたものとなっている。

次に、バンド構造 II について述べる。フェルミ波数は K1α = 0.96、K2α = 1.45 で

ある。集団励起の速度はそれぞれ ṽ1/v0 = v1/v0 = 0.915、ṽ2/v0 = ṽ3/v0 = ṽ4/v0 =

v2/v0 = 0.329、ṽ5/v0 = v+/v0 = 4.91、ṽ6/v0 = v−/v0 = 0.639である。以下ではバン

ド構造 Iと同様に、無次元化した温度 T/(v0α
−1) = 0.001とする。したがって、得られ

る結果は有限温度で計算されたものであるが、十分に温度が低いためその振る舞いは付

録 B.2 で計算された T = 0 の結果から理解できる。外部の波数を kα = 1.75 (k > K2)

とした場合のスペクトル関数は図 3.3 となる。図 3.3 の (a) は A+,1(k − K1, ω)、(b)

は A−,2(k −K2, ω)を表し、(c)が A↑(k, ω) = A+,1(k −K1, ω) + 2A−,2(k −K2, ω)で

ある。このとき、A−,2(k − K2, ω) = A−,3(k − K2, ω) であることを用いた。付録 B.2

より、(a) の A+,1(k − K1, ω) では −v−(k − K1) < ω < v−(k − K1) の範囲でスペク

トルのウェイトはほぼゼロであり、ω = v1(k − K1)、v+(k − K1)、− v+(k − K1) に

ショルダーやピークなどの特異な振る舞いが現れる。一方で、(b) の A−,2(k − K2, ω)

では −v2(k − K2) < ω < v−(k − K2) の範囲でスペクトルのウェイトはほぼゼロ

であり、ω = v+(k − K2)、− v+(k − K2)、− v−(k − K2) にショルダーやピークな

どの特異な振る舞いが現れる。また、A+,1(k − K1, ω)(図 3.3(a)) は相互作用がない

場合、A+,1(k − K1, ω) = δ(ω − v1(k − K1)) であるため、ω > 0 でメイン、ω < 0

でシャドウが現れる。一方で、A−,2(k − K2, ω)(図 3.3(b)) は相互作用がない場合、

A−,2(k −K2, ω) = δ(ω + v2(k −K2)) であるため、ω < 0 でメイン、ω > 0 でシャド

ウが現れる。A+,1(k − K1, ω) と 2A−,2(k − K2, ω) を足し合わせたものが A↑(k, ω)(図

3.3(c))であるが、フェルミ速度 −v2 のバンドが 2重に縮退していることにより、その寄

与が 2倍となるためエネルギー ω に対して非対称な形状となる。

次に、外部の波数を kα = 1.30 (K1 < k < K2)とした場合のスペクトル関数は図 3.4と

なる。図 3.4の (a)はA+,1(k−K1, ω)、(b)はA−,2(k−K2, ω)を表し、(c)がA↑(k, ω) =

A+,1(k −K1, ω) + 2A−,2(k −K2, ω)である。付録 B.2より、(a)の A+,1(k −K1, ω)で

は −v−(k −K1) < ω < v−(k −K1)の範囲でスペクトルのウェイトはほぼゼロであり、

ω = v1(k −K1)、v+(k −K1)、− v+(k −K1)にショルダーやピークなどの特異な振る舞

いが現れる。一方で、(b)の A−,2(k−K2, ω)では−v−|k−K2| < ω < v2|k−K2|の範囲
でスペクトルのウェイトはほぼゼロであり、ω = −v+|k −K2|、v+|k −K2|、v−|k −K2|
にショルダーやピークなどの特異な振る舞いが現れる。また、A+,1(k−K1, ω)(図 3.4(a))

は相互作用がない場合、A+,1(k−K1, ω) = δ(ω− v1(k−K1))であるため、k > K2 の場

合と同様に ω > 0でメイン、ω < 0でシャドウが現れる。しかしながら、k > K2 の場合

と比べて |k −K1|の値が小さいため ω = v1(k −K1)と ω = v+(k −K1)間の距離が狭

まり、メインは全体として大きなウェイトとなる。一方で、A−,2(k −K2, ω)(図 3.4(b))
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図 3.1 バンド構造 I の kα = 1.25、

T/(v0α
−1) = 0.001 の場合のスペクト

ル関数。(a) は A+,1(k − K0, ω)、(b) は

A−,2(k−K0, ω)を表し、(c)はA↑(k, ω) =

A+,1(k−K0, ω)+A−,2(k−K0, ω)である。

(a)において、矢印は、右から ω = v+(k−
K0)、ω = v1(k−K0)、ω = v−(k−K0)、

ω = −v−(k −K0)、ω = −v+(k −K0)で

ある。一方、(b) において、矢印は、右か

ら ω = v+(k − K0)、ω = v−(k − K0)、

ω = −v2(k − K0)、ω = −v−(k − K0)、

ω = −v+(k −K0)である。

図 3.2 バンド構造 I の kα = 0.75、

T/(v0α
−1) = 0.001 の場合のスペクト

ル関数。(a) は A+,1(k − K0, ω)、(b) は

A−,2(k−K0, ω)を表し、(c)はA↑(k, ω) =

A+,1(k−K0, ω)+A−,2(k−K0, ω)である。

(a)において、矢印は、右から ω = v+|k −
K0|、ω = v−|k−K0|、ω = −v−|k−K0|、
ω = −v1|k − K0|、ω = −v+|k − K0| で
ある。一方、(b) において、矢印は、右か

ら ω = v+|k − K0|、ω = v−|k − K0|、
ω = v2|k − K0|、ω = −v−|k − K0|、
ω = −v+|k −K0|である。



3.2 スペクトル関数の数値解析 39

は相互作用がない場合、A−,2(k −K2, ω) = δ(ω − v2|k −K2|)であるため、ω > 0でメ

イン、ω < 0でシャドウが現れる。A+,1(k −K1, ω)と 2A−,2(k −K2, ω)を足し合わせ

たものが A↑(k, ω)(図 3.4(c))であるが、フェルミ速度 −v2 のバンドが 2重に縮退してい

ることに加え、A+,1(k−K1, ω)と A−,2(k−K2, ω)はともに ω > 0でメインが現れるた

めエネルギー ω に対して非対称な形状となる。

次に、外部の波数を kα = 0.66 (k < K1) とした場合のスペクトル関数は図 3.5 とな

る。図 3.5の (a)は A+,1(k−K1, ω)、(b)は A−,2(k−K2, ω)を表し、(c)が A↑(k, ω) =

A+,1(k −K1, ω) + 2A−,2(k −K2, ω)である。付録 B.2より、(a)の A+,1(k −K1, ω)で

は −v−|k −K1| < ω < v−|k −K1| の範囲でスペクトルのウェイトはほぼゼロであり、
ω = −v1|k −K1|、v+|k −K1|、− v+|k −K1|にショルダーやピークなどの特異な振る舞
いが現れる。一方で、(b)の A−,2(k−K2, ω)では−v−|k−K2| < ω < v2|k−K2|の範囲
でスペクトルのウェイトはほぼゼロであり、ω = −v+|k −K2|、v+|k −K2|、v−|k −K2|
にショルダーやピークなどの特異な振る舞いが現れる。また、A+,1(k−K1, ω)(図 3.5(a))

は相互作用がない場合、A+,1(k−K1, ω) = δ(ω+ v1|k−K1|)であるため、ω < 0でメイ

ン、ω > 0でシャドウが現れる。一方で、A−,2(k −K2, ω)(図 3.5(b))は相互作用がない

場合、A−,2(k −K2, ω) = δ(ω − v2|k −K2|)であるため、K1 < k < K2 の場合と同様に

ω > 0でメイン、ω < 0でシャドウが現れる。しかしながら、K1 < k < K2 の場合と比

べて |k −K2|の値が大きいため ω = v−(k −K2)と ω = v+(k −K2)の差が大きくなり、

メインは全体として広がった形状となっている。A+,1(k −K1, ω) と 2A−,2(k −K2, ω)

を足し合わせたものが A↑(k, ω)(図 3.5(c)) であり、ω の正負でスペクトルのウェイトに

あまり差はないが、上述のようにフェルミ速度 −v2 のバンドからの寄与が広がったメイ
ンを持つことから、ω に対して非対称な形状となる。

以上のことから、スペクトル関数について、バンド構造 Iではエネルギー ω に対して比

較的対称な形状となる一方で、バンド構造 IIでは非対称な形状となるという定性的な違

いが現れることが分かった。

スペクトル関数は角度分解光電子分光実験により実験的に観測可能であるが、フェル

ミエネルギー以下のエネルギーのウェイトしか観測できないため、エネルギーについて

の対称性を実験的にみることはできない。そこで、波数を変化させた場合のスペクトル

の変化について考える。フェルミ波数より大きい波数 k > K0 (図 3.1(c)) から小さい

K0 > k (図 3.2(c)) へと変化させた際にバンド構造 I では ω < 0 の領域のスペクトル

関数の形状に大きな変化は見られない一方で、バンド構造 II では k > K2 (図 3.3(c))、

K2 > k > K1(図 3.4(c))、K1 > k(図 3.5(c))と波数を変化させると ω < 0の領域で、ス

ペクトルの形状に大きな変化が見られる。この波数によるスペクトルの変化を見るために

は、規格化された波数の分解能がK1α = 0.96とK2α = 1.45の差である 0.49よりも小さ

い必要がある。近年、超分解能光電子分光装置が開発され、その波数分解能が 0.007 Å−1
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であることから [46]、α = 3.5 Åとすると、kαが約 0.02の波数分解能を持っていると言

える。したがって、角度分解光電子分光により実験的にスペクトルの変化が観測でき、バ

ンド構造 Iとバンド構造 IIの判別が可能であると考えられる。
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図 3.3 バンド構造 IIの kα = 1.75(K2 <

k)、T/(v0α
−1) = 0.001 の場合のスペク

トル関数。(a)は A+,1(k −K1, ω)、(b)は

A−,2(k−K2, ω)を表し、(c)はA↑(k, ω) =

A+,1(k − K1, ω) + 2A−,2(k − K2, ω) で

ある。(a) において、矢印は、右から ω =

v+(k−K1)、ω = v1(k−K1)、ω = v−(k−
K1)、ω = −v−(k−K1)、ω = −v+(k−K1)

である。一方、(b) において、矢印は、右

から ω = v+(k −K2)、ω = v−(k −K2)、

ω = −v2(k − K2)、ω = −v−(k − K2)、

ω = −v+(k −K2)である。

図 3.4 バンド構造 IIの kα = 1.30(K1 <

k < K2)、T/(v0α
−1) = 0.001 の場合の

スペクトル関数。(a) は A+,1(k −K1, ω)、

(b) は A−,2(k − K2, ω) を表し、(c) は

A↑(k, ω) = A+,1(k−K1, ω) + 2A−,2(k−
K2, ω) である。(a) において、矢印は、右

から ω = v+(k −K1)、ω = v1(k −K1)、

ω = v−(k − K1)、ω = −v−(k − K1)、

ω = −v+(k − K1) である。一方、(b) に

おいて、矢印は、右から ω = v+|k −K2|、
ω = v−|k − K2|、ω = v2|k − K2|、ω =

−v−|k −K2|、ω = −v+|k −K2|である。
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図 3.5 バンド構造 II の kα = 0.66(K1 > k)、T/(v0α
−1) = 0.001 の場合のス

ペクトル関数。(a) は A+,1(k − K1, ω)、(b) は A−,2(k − K2, ω) を表し、(c) は

A↑(k, ω) = A+,1(k −K1, ω) + 2A−,2(k −K2, ω)である。(a)において、矢印は、右

から ω = v+|k − K1|、ω = v−|k − K1|、ω = −v−|k − K1|、ω = −v1|k − K1|、
ω = −v+|k − K1| である。一方、(b) において、矢印は、右から ω = v+|k − K2|、
ω = v−|k −K2|、ω = v2|k −K2|、ω = −v−|k −K2|、ω = −v+|k −K2|である。
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図 3.6 温度を変化させた (a)バンド構造 I、(b)バンド構造 IIのスペクトル関数。バン

ド構造 Iについては kα = 1.25(k > K1)、バンド構造 IIについては kα = 1.75(K1 <

k < K2)としている。実線が T/(v0α
−1) = 0.001、点線が T/(v0α

−1) = 0.005、破線

が T/(v0α
−1) = 0.01である。

次に、スペクトル関数に対する温度による揺らぎについて考える。図 3.6(a)はバンド構

造 I、図 3.6(b)はバンド構造 IIについて無次元化した温度を T/(v0α
−1) = 0.001(実線)、

0.005(点線)、0.01(破線)と変化させた結果である。参考文献 [17]によると、スペクトル

関数は温度が高くなるにつれて各ピークが融合し、相互作用が無い場合の結果に近付いて

いく。参考文献 [17]ではバンド幅に起因するカットオフと、相互作用のカットオフを別々

に導入しているが、本研究ではそのような取り扱いをしていないため、上記の振る舞いは

起こらない。しかしながら、本研究においても参考文献 [17] においてピークが融合し始

める温度よりも低温を考えている限り、その結果は妥当であると考えられる。付録 B.2よ

り、T = 0では バンド構造 Iでの A↑(k, ω)は −v2(k −K0) > ω、v−(k −K0) < ω で 0

でない値を持ち、ω = v1(k −K0)、v+(k −K0)、− v+(k −K0)、− v−(k −K0)で特異な

振る舞いが現れる。また、バンド構造 IIでは−v2(k−K2) > ω、v−(k−K2) < ωで 0で

ない値を持ち、ω = v+(k−K2)、− v+(k−K2)、− v−(k−K2)、v1(k−K1)、v+(k−K1)

、− v+(k −K1)で特異な振る舞いが現れる。これらの振る舞いは図 3.6より T/(v0α
−1)

を変化させても見られる。したがって、温度による揺らぎはピークおよび/またはショル

ダー構造を不鮮明にするが、その全体的な形を変化させることはないことが分かる。すな

わち、ピーク構造が消えない限り、定性的な違いは有限温度で観測できると予想される。

最後に、フラーレンポリマーのスペクトル関数と金属カーボンナノチューブのスペ

クトル関数の比較を行う。金属カーボンナノチューブとしては、ジグザグ型に代表さ

れるフェルミ波数がゼロとなる場合とアームチェア型に代表されるフェルミ波数が

ゼロではない場合の 2 種類があるが、本研究では後者を取り扱う。後者のスペクト

ル関数は、バンド構造 I においてフェルミ速度を v1 = v2 = v0 とすることによっ
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て得ることができる。この事実を用いて得られた金属カーボンナノチューブの結果

（k > K0）を図 3.7 に示す。ここで、(a) はフェルミ速度が v0 のバンドからの寄与

A+,1(k−K0, ω)、(b)はフェルミ速度が−v0のバンドからの寄与A−,2(k−K0, ω)、(c)は

その和 A↑(k, ω) = A+,1(k −K0, ω) +A−,2(k −K0, ω)を表す。(a)と (b)において矢印

は励起エネルギーを表し、右から、ω = v+(k−K0)、ω = v0(k−K0)、ω = −v0(k−K0)、

ω = −v+(k −K0)である。カーボンナノチューブではバンドがフェルミエネルギーにつ

いて完全に対称となっているため、A+,1(k −K0,−ω) = A−,2(k −K0, ω)を満たす。そ

れゆえ、A↑(k, ω)は ω の対称関数となる。先に示したように、フラーレンポリマーでは

スペクトル関数は ω の対称関数とはならない。この違いは、周期的な凸凹構造が原因で

ある。すなわち、フラーレンポリマーで現れる周期的凹凸曲面構造に起因する有効ポテン

シャルによるものであると考えられる。
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図 3.7 kα = 1.25(k > K0)での金属カーボンナノチューブのスペクトル関数。温度は

T/(v0α
−1) = 0.001である。(a)は v0 のバンドからの寄与A+,1(k−K0)、(b)は−v0

のバンドからの寄与 A−,2(k−K0)、(c)は A↑(k, ω) = A+,1(k−K0)+A−,2(k−K0)

である。(a) と (b) において、矢印は右から、ω = v+(k − K0)、ω = v0(k − K0)、

ω = −v0(k −K0)、ω = −v+(k −K0)である。
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第 4章

電気抵抗率と光学伝導度

本章では、バンド構造 Iと IIのそれぞれについて、不純物散乱が存在する場合の電気抵

抗率と光学伝導度について議論する [45]。また、両バンド構造とカーボンナノチューブと

の比較も行う。

4.1 モデルとハミルトニアン

電気抵抗には後方散乱のみが寄与するため、図 4.1で示される後方散乱を取り入れる。

そのハミルトニアンHimp は以下の式によって与えられる。バンド構造 Iでは

Himp =

∫
dx η(x)

∑
p

(
ψ†
p,1ψ−p,2 + ψ†

p,2ψ−p,1 + ψ†
p,3ψ−p,4 + ψ†

p,4ψ−p,3

)
+

∫
dx ξ(x)

(
ψ†
+,1ψ−,1 + ψ†

+,3ψ−,3

)
+

∫
dx ξ∗(x)

(
ψ†
−,1ψ+,1 + ψ†

−,3ψ+,3

)
+

∫
dx λ(x)

(
ψ†
+,2ψ−,2 + ψ†

+,4ψ−,4

)
+

∫
dx λ∗(x)

(
ψ†
−,2ψ+,2 + ψ†

−,4ψ+,4

)
(4.1)

となり、バンド構造 IIでは

Himp =

∫
dx η(x)

∑
p

(
ψ†
p,1ψ−p,2 + ψ†

p,2ψ−p,1 + ψ†
p,1ψ−p,3 + ψ†

p,3ψ−p,1

+ψ†
p,4ψ−p,5 + ψ†

p,5ψ−p,4 + ψ†
p,4ψ−p,6 + ψ†

p,6ψ−p,4

)
+

∫
dx

{
ξ(x)

(
ψ†
+,1ψ−,1 + ψ†

+,4ψ−,4

)
+H.c.

}
+

∫
dx

{
λ(x)

(
ψ†
+,2ψ−,2 + ψ†

+,3ψ−,3 + ψ†
+,5ψ−,5 + ψ†

+,6ψ−,6

+ψ†
+,2ψ−,3 + ψ†

+,3ψ−,2 + ψ†
+,5ψ−,6 + ψ†

+,6ψ−,5

)
+H.c.

}
(4.2)
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図 4.1 バンド構造 I (a) およびバンド構造 II (b) における可能な後方散乱のポテン

シャル。図 (a)において、η(x)（橙色）は運動量移行 q ≃ 0に対応するバンド間散乱ポ

テンシャル、λ(x)（青色）と ξ(x)（水色）は q ∼ ±2K0 に対応するバンド内散乱ポテ

ンシャルである。一方、図 (b)において、η(x)は運動量移行 q ≃ ±(K2 −K1)に対応

するバンド間散乱ポテンシャル、λ(x)は q ∼ ±2K2 に対応する散乱ポテンシャル（バ

ンド内およびバンド間）、ξ(x) は q ∼ ±2K1 に対応するバンド内散乱ポテンシャルを

表す。

によって与えられる。式 (4.1)において、η(x)は運動量移行 q ≃ 0に対応するバンド間散

乱ポテンシャル、λ(x)は q ∼ ±2K0 に対応するバンド 2（バンド 4）内の散乱ポテンシャ

ル、ξ(x)は q ∼ ±2K0 に対応するバンド 1（バンド 3）内の散乱ポテンシャルである。一

方、式 (4.2)において、η(x)は運動量移行 q ≃ ±(K2 −K1)に対応するバンド 1とバン

ド 2（バンド 4とバンド 5）およびバンド 1とバンド 3（バンド 4とバンド 6）の間の散

乱ポテンシャル、λ(x)は q ∼ ±2K2 に対応するバンド 2（バンド 5）内、バンド 3（バン

ド 6）内、およびバンド 2と 3（バンド 5とバンド 6）の間の散乱ポテンシャル、ξ(x)は

q ∼ ±2K1 に対応するバンド１（バンド 4）内の散乱ポテンシャルである。運動量移行が

十分に小さい場合のポテンシャル η(x)は実数とみなすことができる。一方、フェルミ波

数程度の大きな運動量移行に対応するポテンシャル λ(x)および ξ(x)は複素数となる。こ
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れらのポテンシャルは以下のようなガウス型の確率分布に従う [47]。

Pη = exp[−(2D1)
−1

∫
dxη2(x)] (4.3)

Pξ = exp[−(D2)
−1

∫
dxξ(x)ξ∗(x)] (4.4)

Pλ = exp[−(D′
2)

−1

∫
dxλ(x)λ∗(x)] (4.5)

ここで、D1、D2、D′
2 はそれぞれの散乱過程の遷移確率に比例する量である。

4.2 メモリー関数

本研究では、メモリー関数の方法を用いて電気抵抗率と光学伝導度を求める [48, 49]。

久保公式によると、光学伝導度は

σ(ω) =
i

ω

(
χ(ω)− χ(0)

)
(4.6)

で与えられる。式 (4.6)において χ(ω)は電流演算子 j を用いて χ(ω) = ⟨j; j⟩ω と表され
る。ここで、任意の演算子 Aに対して、

⟨A;A⟩ω ≡ −i
∫
dx

∫ ∞

0

dte(iω−δ)t⟨[A(x, t), A(0, 0)]⟩ (δ → +0) (4.7)

であり、⟨· · · ⟩は全ハミルトニアンH+Himp（Hは式 (2.27)）に関する熱平均である。電

流演算子 j は連続方程式から求めることができ、

j =
1

2
√
2π2

N∑
j,ν=1

Xνj∂xΦj(x, t) (4.8)

となる。N はバンド構造 Iで N = 4、バンド構造 IIで N = 6である。この結果から、

χ(0) = −
N∑
j=1

(
∑N

ν=1Xνj)
2

2π2
(4.9)

と求められる。式 (4.6)はメモリー関数M(ω)を使って以下のように表すことができる。

σ(ω) =
−iχ(0)

ω +M(ω)
(4.10)

ここで、

M(ω) =
ωχ(ω)

χ(0)− χ(ω)
(4.11)
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である。M(ω)は、不純物による散乱が小さいとすると、

M(ω) ≃ (⟨F ;F ⟩0ω − ⟨F ;F ⟩0ω=0)/ω

−χ(0)
(4.12)

と近似することができる。ここで、分母については散乱がない場合に χ(ω ̸= 0)がゼロと

なることから

χ(0)− χ(ω) ≃ χ(0) (4.13)

と近似し、分子については

ωχ(ω) ≃ −⟨F ;F ⟩0ω − ⟨F ;F ⟩0ω=0

ω
(4.14)

と近似した。F は電流演算子 j を用いて F = [j,H+Himp]によって定義される演算子で

あり、⟨F ;F ⟩0ω は式 (4.7) 内の熱平均を不純物項を除いたハミルトニアン H での熱平均
⟨· · · ⟩0 としたものである。この方法はボルン近似に相当し、多重散乱による局在化 (アン

ダーソン局在)の効果は取り入れられていない。

各バンド構造について式 (4.12)のメモリー関数は以下のように与えられる（付録 C参

照）。バンド構造 Iでは、

M(ω) =
{( 1

K11
+

1

K22

)2 D1

π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Yj

sin
(π
2

N∑
j=1

Yj

)
2
∑N

j=1 Yj
1

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 YjT − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Yj

)
−B

( N∑
j=1

Yj
2
, 1−

N∑
j=1

Yj

)]

+
2

K2
11

D2

π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(1)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(1)
j

)
2
∑N

j=1 Y
(1)
j

1

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 Y
(1)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(1)
j

)
−B

(∑N
j=1 Y

(1)
j

2
, 1−

N∑
j=1

Y
(1)
j

)]

+
2

K2
22

D′
2

π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(2)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(2)
j

)
2
∑N

j=1 Y
(2)
j

1

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 Y
(2)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(2)
j

)
−B

(∑N
j=1 Y

(2)
j

2
, 1−

N∑
j=1

Y
(2)
j

)]}
/ω

× 2π2∑N
j′=1(

∑N
ν=1Xνj′)2

(4.15)

となり、

Yj =
1

2

{ (X1j +X2j)
2

2πṽj
+ 2πṽj

(
(KX)1j − (KX)2j

)2}
(4.16)
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Y
(1)
j =

X2
1j

πṽj
(4.17)

Y
(2)
j =

X2
2j

πṽj
(4.18)

である。バンド構造 IIでは、

M(ω)

=
[
D1

4

2π4α2

( 1

K11
+

1

K22

)2( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(12)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(12)
j

)2∑N
j=1 Y

(12)
j

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 Y
(12)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(12)
j

)
−B

(∑N
j=1 Y

(12)
j

2
, 1−

N∑
j=1

Y
(12)
j

)]

+4D2
1

K2
11

1

2π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(1)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(1)
j

)2∑N
j=1 Y

(1)
j

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 Y
(1)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(1)
j

)
−B

(∑N
j=1 Y

(1)
j

2
, 1−

N∑
j=1

Y
(1)
j

)]

+2D′
2

{ 4

K2
22

1

2π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(2)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(2)
j

)2∑N
j=1 Y

(2)
j

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 Y
(2)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(2)
j

)
−B

(∑N
j=1 Y

(2)
j

2
, 1−

N∑
j=1

Y
(2)
j

)]

+2
( 1

K22
+

1

K33

)2 1

2π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(23)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(23)
j

)2∑N
j=1 Y

(23)
j

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 Y
(23)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(23)
j

)
−B

(∑N
j=1 Y

(23)
j

2
, 1−

N∑
j=1

Y
(23)
j

)]}]
/ω

× 2π2∑N
j=1(

∑N
ν=1Xνj)2

(4.19)

となり、

Y
(12)
j =

1

2

{ (X1j +X2j)
2

2πṽj
+ 2πṽj

(
(KX)1j − (KX)2j

)2}
(4.20)

Y
(23)
j =

1

2

{ (X2j +X3j)
2

2πṽj
+ 2πṽj

(
(KX)2j − (KX)3j

)2}
(4.21)

Y
(1)
j =

X2
1j

πṽj
(4.22)
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Y
(2)
j =

X2
2j

πṽj
(4.23)

である。ここで、αc は α/v0 で与えられるカットオフエネルギーの逆数である。また、

B(x, y)はベータ関数でガンマ関数 Γ(x)を用いて、B(x, y) = Γ(x)Γ(y)/Γ(x+ y)と表さ

れる。

4.3 電気抵抗率

電気抵抗率 ρは式 (4.10)で与えられる σ(ω)の ω = 0での値の逆数で表される。した

がって、メモリー関数を用いて、

ρ = σ−1(0) =
−iχ(0)
M(0)

(4.24)

で求められる。

メモリー関数について ω → 0の極限を取ると、バンド構造 Iでは、

M(0) =
{
i
D1

πα2

( 1

K11
+

1

K22

)2

α
∑N

j=1 Yj

c

(
2πT

)∑N
j=1 Yj−2Γ

2
(∑N

j=1 Yj

2

)
Γ(

∑N
j=1 Yj)

+i
2

K2
11

D2

πα2
α
∑N

j=1 Y
(1)
j

c

(
2πT

)∑N
j=1 Y

(1)
j −2Γ

2
(∑N

j=1 Y
(1)
j

2

)
Γ(

∑N
j=1 Y

(1)
j )

+i
2

K2
22

D′
2

πα2
α
∑N

j=1 Y
(2)
j

c

(
2πT

)∑N
j=1 Y

(2)
j −2Γ

2
(∑N

j=1 Y
(2)
j

2

)
Γ(

∑N
j=1 Y

(2)
j )

}
× 1∑N

j=1(
∑N

ν=1Xνj)2
(4.25)

となり、電気抵抗率は

ρ = 2π2
{ D1

πα2

( 1

K11
+

1

K22

)2

α
∑N

j=1 Yj

c

(
2πT

)∑N
j=1 Yj−2Γ

2
(∑N

j=1 Yj

2

)
Γ(

∑N
j=1 Yj)

+
2

K2
11

D2

πα2
α
∑N

j=1 Y
(1)
j

c

(
2πT

)∑N
j=1 Y

(1)
j −2Γ

2
(∑N

j=1 Y
(1)
j

2

)
Γ(

∑N
j=1 Y

(1)
j )

+
D′

2

πα2

2

K2
22

α
∑N

j=1 Y
(2)
j

c

(
2πT

)∑N
j=1 Y

(2)
j −2Γ

2
(∑N

j=1 Y
(2)
j

2

)
Γ(

∑N
j=1 Y

(2)
j )

}
×
{ 1∑N

j′=1(
∑N

ν=1Xνj′)2

}2

(4.26)
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となる。3 種類の散乱ポテンシャルに対応して、3 つの温度依存性の冪、
∑N

j=1 Yj − 2、∑N
j=1 Y

(1)
j − 2、

∑N
j=1 Y

(2)
j − 2 が現れる。相互作用が無い場合には、この冪の値はいず

れもゼロとなるため相互作用がない場合の電気抵抗率 ρ0 は温度に依存しない。

一方、バンド構造 IIでは、M(0)と ρは以下のように計算される。

M(0) =
[
D1

4i

2πα2

( 1

K11
+

1

K22

)2

α
∑N

j=1 Y
(12)
j

c

(
2πT

)∑N
j=1 Y

(12)
j −2Γ

2
(

1
2

∑N
j=1 Y

(12)
j

)
Γ(

∑N
j=1 Y

(12)
j )

+4iD2
1

K2
11

1

2πα2
α
∑N

j=1 Y
(1)
j

c

(
2πT

)∑N
j=1 Y

(1)
j −2Γ

2
(

1
2

∑N
j=1 Y

(1)
j

)
Γ(

∑N
j=1 Y

(1)
j )

+2D′
2

{ 4i

K2
22

1

2πα2
α
∑N

j=1 Y
(2)
j

c

(
2πT

)∑N
j=1 Y

(2)
j −2Γ

2
(

1
2

∑N
j=1 Y

(2)
j

)
Γ(

∑N
j=1 Y

(2)
j )

+2i
( 1

K22
+

1

K33

)2 1

2πα2
α
∑N

j=1 Y
(23)
j

c

(
2πT

)∑N
j=1 Y

(23)
j −2Γ

2
(

1
2

∑N
j=1 Y

(23)
j

)
Γ(

∑N
j=1 Y

(23)
j )

}]
× 1∑N

j=1(
∑N

ν=1Xνj)2
(4.27)

ρ = 2π2
[
D1

4

2πα2

( 1

K11
+

1

K22

)2

α
∑N

j=1 Y
(12)
j

c

(
2πT
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温度依存性の冪の値は、
∑N

j=1 Y
(12)
j −2、

∑N
j=1 Y

(1)
j −2、

∑N
j=1 Y

(2)
j −2、

∑N
j=1 Y

(23)
j −2

の４種類となるが、3番目の指数と 4番目の指数は等しいので異なる値はバンド構造 Iと

同じく 3つである。なお、相互作用が無い場合には、この冪の値はいずれもゼロとなるた

め相互作用がない場合の電気抵抗率 ρ0 は温度に依存しない。

CNTの電気抵抗率は、バンド構造 Iで v1 = v2 = v0 とすることによって得られる。こ

の時、3種類の冪の値は等しくなる。
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スペクトル関数同様、v0 ≃ 8.0 × 105m/s、V̄ (0)/(πv0) = 7.47 を用いて数値計算を行

う。D1α/(πv
2
0) = D2α/(πv

2
0) = D′

2α/(πv
2
0) = 0.1を用いた数値計算の結果は図 4.2で

与えられる。グラフの横軸は温度を無次元化したもので、縦軸は電気抵抗率 ρを相互作用

が無い場合の抵抗率 ρ0 で割って無次元化したものである。赤線はバンド構造 I、青線はバ

ンド構造 II、黒線は CNTの結果を表している。

まず、バンド構造 Iとバンド構造 IIの比較を行う。バンド構造 I、IIの両構造共に温度

T に関して冪依存性が見られる。その指数はバンド構造 Iでは
∑N

j=1 Yj − 2 ≃ −0.412、∑N
j=1 Y

(1)
j − 2 ≃ −0.409、

∑N
j=1 Y

(2)
j − 2 ≃ −0.462である。一方、バンド構造 IIでは∑N

j=1 Y
(12)
j −2 ≃ −0.248、

∑N
j=1 Y

(1)
j −2 ≃ −0.310、

∑N
j=1 Y

(2)
j −2 =

∑N
j=1 Y

(23)
j −2 ≃

−0.333 である。このように異なる 3つの指数が存在するため、電気抵抗率は温度の変化

に伴ってクロスオーバーを示すはずであるが、両構造とも指数の値の差が小さいため図

4.2を見ると、指数が 1種類であるように振る舞う。一方、バンド構造 Iとバンド構造 II

の指数の値には 0.1 ∼ 0.2程度の違いが現れ、バンド構造 Iの方が小さい。相互作用がな

い場合には指数がゼロであることを考慮すると、バンド構造 Iの方が電子相関効果が強く

現れているといえる。

次に、CNTと PSFP(バンド構造 Iと II)を比較する。先に述べたように、金属 CNT

の指数は 1種類でその値は約 −0.410となる。その値はバンド構造 Iの値に非常に近く、

またバンド構造 IIの値とも近い値である。したがって、曲面系に起因する有効ポテンシャ

ルは、電気抵抗の温度依存性については定量的な違いとしてのみ現れると言える。
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図 4.2 PSFP および金属 CNT の電気抵抗率 ρ の温度依存性。縦軸は ρ を相互作用

が無い場合の電気抵抗率 ρ0 で割って無次元化しており、横軸は温度 T を無次元化して

いる。赤線がバンド構造 I、青線がバンド構造 II、黒線は金属 CNTの結果である。
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4.4 光学伝導度

本節では、電気抵抗率と同じパラメータを用いて光学伝導度 σ(ω) の数値計算を行っ

た結果を考察する。式 (4.15)、(4.19)で表されるメモリー関数を代入して得られた σ(ω)

の実部 Reσ(ω)は図 4.3である。 横軸が振動数を無次元化したもので、縦軸は Reσ(ω)

を σ0 = ρ−1
0 で無次元化したものである。赤線がバンド構造 I、青線がバンド構造 II、

黒線が金属 CNT の結果（バンド構造 I で v1 = v2 = v0 としたもの）を表す。温度は

T/(v0α
−1) = 0.001に固定してある。図 4.4は、図 4.3を両対数プロットしたものである。

図 4.3から明らかなように、高振動数領域で振動数の冪依存性が見られる。その指数は、

バンド構造 Iでは
∑N

j=1 Yj − 4 ≃ −2.412、
∑N

j=1 Y
(1)
j − 4 ≃ −2.409、

∑N
j=1 Y

(2)
j − 4 ≃

図 4.3 T/(v0α
−1) = 0.001の場合の Reσ(ω)の振動数 ω 依存性。縦軸は σ0 = ρ−1

0

で無次元化しており、横軸は振動数を無次元化している。赤線がバンド構造 I、青線が

バンド構造 II、黒線が金属 CNTの結果である。

図 4.4 図 4.3の結果を両対数プロットしたグラフ。
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−2.462。一方、バンド構造 IIでは
∑N

j=1 Y
(12)
j −4 ≃ −2.248、

∑N
j=1 Y

(1)
j −4 ≃ −2.310、∑N

j=1 Y
(2)
j − 4 =

∑N
j=1 Y

(23)
j − 4 ≃ −2.333であり、両構造ともに 3種類である。した

がって光学伝導度は振動数の変化に沿ってクロスオーバーが見られるはずであるが、指数

の差が小さいため図 4.4を見ると、指数が 1種類であるように振る舞い、その値はバンド

構造 Iとバンド構造 IIで非常に近い。

次に Reσ(ω)の温度依存性について考える。図 4.5はバンド構造 Iについて温度を変え

て計算した結果である。実線が T/(v0α
−1) = 0.1、破線が T/(v0α

−1) = 0.01、一点鎖線

が T/(v0α
−1) = 0.001の結果である。ω = 0での光学伝導度は電気抵抗率 ρの逆数であ

るため、T を下げると小さくなる。したがって温度を下げると値が小さくなり、それにと

もなってピークが現れる。このピークは、振動数についての総和則を満たすために現れる

と考えられ、ドルーデピークに起因するものである。このような振る舞いは、バンド構造

IIでも見られる。

最後に、CNTと PSFP(バンド構造 Iと II)を比較する。図 4.4を見ると、CNT、PSFP

ともに高振動数の領域で振動数 ω についての冪乗則が見られ、その指数は CNT が約

−2.410の 1種類であるのに対して PSFPでは上述した 3種類であり、その個数に違いが

現れた。しかし、PSFPでは指数の差が小さいため、CNTと同様に指数が 1種類である

ように振る舞う。また、低振動数部分では、両者ともに総和則を満たすためにドルーデ

ピークに起因するピークが見られた。したがって、曲面系に起因する有効ポテンシャル

は、光学伝導度については定量的な違いとしてのみ現れると言える。

図 4.5 バンド構造 I の温度効果のグラフ。実線が T/(v0α
−1) = 0.1、破線が

T/(v0α
−1) = 0.01、一点鎖線が T/(v0α

−1) = 0.001の結果である。
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第 5章

まとめ

本研究は、実験的に生成されたピーナッツ型フラーレンポリマーがどのような原子構造

を持っているかを実験的に判別する物理量を明らかにすることが目的である。T3構造か

ら GSW転移により得られる 53種類の構造異性体の内、実現する可能性が高いのはエネ

ルギー的に安定なものであると考え、最も安定な FP5Nと次に安定な FP6Lを対象とし

て、両構造が判別できるかを調べた。

上記の安定構造については第一原理計算によりバンド分散が得られているため、低エネ

ルギーの性質に重要な役割を果たすフェルミエネルギーをよぎるバンドを取り出し、それ

らを線形に近似 (FP6Lと FP5Nの線形バンドを、それぞれバンド構造 Iとバンド構造 II

と記す)した。スピン自由度による縮退を除くと、バンド構造 Iは 2バンドモデル、バン

ド構造 II は 3 バンドモデルとなる。両構造とも 2 つのフェルミ速度 v1 と v2 を持つが、

その差はバンド構造 IIの方が大きく、また、バンド構造 IIでは v2 のバンドが二重縮退し

ている。そのため、バンド構造 Iのフェルミ波数は 1つであるが、バンド構造 IIのフェル

ミ波数は 2つである。その意味で、バンド構造 Iに比べてバンド構造 IIの方が非対称性

が大きい。このようなバンドに対して電子間相互作用を導入し、一次元電子系の相関効果

を合理的に取り込むことができるボゾン化法を適用して、スペクトル関数、電気抵抗率、

光学伝導度の考察を行った。数値計算については、カーボンナノチューブの実験結果を再

現するような相互作用パラメータを用いた。

スペクトル関数については、バンド構造 Iはエネルギーに関して比較的対称であるのに

対して、バンド構造 IIは対称ではない形状をしている。これは、バンド構造 Iに比べバン

ド構造 IIの方が非対称性が大きいという事実を反映している。スペクトル関数には、集

団励起に対応するエネルギーでピークやショルダーなどの特異な振る舞いが現れる。バン

ド構造 I では 4 個の集団励起があるのに対してバンド構造 II では 6 個あることに加え、

バンド構造 Iではフェルミ波数が 1種類であるのに対してバンド構造 IIでは 2種類存在

するため、集団励起の波数が 2つ現れ、それぞれ値が異なることで励起エネルギーが大き
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く異なる。このことにより、バンド構造 II のスペクトル関数はバンド構造 I より複雑な

形状となる。このような特徴の違いから、フェルミエネルギーを跨ぐように外部の波数を

変化させると、バンド構造 Iではフェルミ波数より大きい場合と小さい場合でほとんど変

化が見られないのに対して、バンド構造 IIではスペクトル関数の形状が大きく変化する

ことが分かった。このように、スペクトル関数にはバンド構造 I と II の間に定性的な違

いが現れることが分かった。

電気抵抗率については、両構造共に温度に関して冪依存性が見られ、その指数はバンド

構造 Iでは約 −0.412、−0.409、−0.462、バンド構造 IIでは約 −0.248、−0.333、−0.310

であり、ともに 3種類現れる。この指数の数は、可能な散乱過程の数を反映している。こ

のようにバンド構造 Iと II で共通した振る舞いが見られ、その違いはわずかな指数の値

の定量的違いのみである。また、光学伝導度については、両者ともに高振動数の領域で

振動数 ω についての冪乗則が見られ、その指数はバンド構造 Iでは約 −2.412、−2.409、

−2.462、バンド構造 IIでは約 −2.248、−2.333、−2.310であり、ともに 3種類であり、

その値は非常に近い。低振動数部分では、両者ともに有限の振動数でピークが見られた。

これは、光学伝導度は ω = 0で電気抵抗率の逆数であることから、ω = 0の値は温度が下

がると値が小さくなる。一方、光学伝導度には総和則があるため、それを満たすために低

振動数部分にピークが現れる。このようにして、高振動数、低振動数ともにバンド構造 I

と IIで共通した振る舞いが見られた。差異は、冪の値の僅かな違いである。

以上のことから、バンド構造 Iと IIで、スペクトル関数に関しては定性的な差異が現れ

る一方で、電気抵抗率、光学伝導度に関しては定量的な差異のみが現れることが分かった。

ピーナッツ型フラーレンポリマーは金属カーボンナノチューブに周期的な凸凹を付加し

た構造をしていることから、金属カーボンナノチューブとピーナッツ型フラーレンポリ

マーの比較を行うと、曲面電子系に起因する有効ポテンシャルの効果を検証することがで

きる。スペクトル関数を比較すると、金属カーボンナノチューブ（フェルミ波数がゼロで

はないもの）ではエネルギーに関して完全に対称な形状となる一方で、ピーナッツ型フ

ラーレンポリマーにはその対称性はない。さらに、金属カーボンナノチューブでは集団励

起の個数が 4 個であるが、縮退のため異なる速度は 2 つである。一方、フラーレンポリ

マーでは、集団励起の異なる速度は 4つである。この事実に起因してフラーレンポリマー

のスペクトル関数は金属カーボンナノチューブに比べ複雑な形状を持つことが分かった。

電気抵抗率については、金属カーボンナノチューブでは温度 T についての冪依存性が見

られたが、その指数は CNTが約 −0.410の 1種類であった。一方、フラーレンポリマー

ではバンド構造 Iでも IIでも上述した 3種類であり、その個数に違いが現れた。しかし

ながら、フラーレンポリマーの 3種類の指数はその差が小さいため、図 4.2で見られるよ

うにフラーレンポリマーでも金属カーボンナノチューブ同様の振る舞いが観測される。ま

た、光学伝導度については両者ともに高振動数の領域で振動数 ω についての冪乗則が見
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られ、その指数はカーボンナノチューブが約 −2.410の 1種類であるのに対してフラーレ

ンポリマーでは上述した 3種類であり、その個数に違いが現れた。しかし、電気抵抗率の

場合と同じく、フラーレンポリマーでは指数の差が小さいため、金属カーボンナノチュー

ブと同様に指数が 1種類であるように振る舞う。低振動数部分では、両者ともに総和則を

満たすためにドルーデピークに起因するピークが見られた。したがって、曲面系に起因す

る有効ポテンシャルは、スペクトル関数に関しては定性的な差異を引き起こす一方で、電

気抵抗率、光学伝導度に関しては定量的な差異としてのみ現れることが分かった。

以上のことから、フラーレンポリマーの原子構造を判別するにあたっては、電気抵抗率

や光学伝導度ではなくスペクトル関数がふさわしいと考えられる。スペクトル関数は角度

分解光電子分光により観測可能であり、両構造の判別には波数を変化させた際のスペクト

ルの変化を見る必要がある。バンド構造 IIの規格化されたフェルミ波数は K1α = 0.96、

K2α = 1.45であることから、波数分解能は規格化されたフェルミ波数間の差 0.49よりも

十分小さい必要があるが、近年の超分解能光電子分光装置の開発により波数分解能が向上

し規格化された値で 0.02程度に達しているため、角度分解光電子分光により実験的にス

ペクトルの変化が観測でき、バンド構造 Iとバンド構造 II の判別が可能であると考えら

れる。
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付録 A

一次元スピンレスフェルミオン系と
ボゾン化法

本付録では、相互作用のある一次元フェルミオン系で実現する TLL 状態とそこでの

様々な異常な振る舞いを紹介する。簡単のため、スピンレスフェルミオン系を考える。ま

ず、この系を取り扱う理論手法であるボゾン化法と位相変数を用いた取扱いについて述べ

る。次にその手法を用いて、運動量分布関数および状態密度を議論する。

一次元スピンレスフェルミオン系のハミルトニアンの運動エネルギー項は一般的に

H0 =
∑
K

(ϵK − ϵF )c
†
KcK (A.1)

で与えられる。ここで、ϵK はバンドエネルギー、ϵF はフェルミエネルギー、c
†
K(cK)は波

数 K の電子の生成 (消滅)演算子であり {cK , c†K′} = δKK′、{cK , cK′} = {c†K , c
†
K′} = 0

を満たす。ϵK を K = pkF + k (p = ±、kF ≫ |k|) としてフェルミ波数 ±kF 近傍で図
1.2のように線形に近似すると、

ϵK ≃ ϵF +
∂ϵK
∂K

∣∣∣
K=pkF

k

= ϵF + pvF k (A.2)

となる。ここで、vF はフェルミ速度である。また、p はフェルミオンの運動方向を表す

記号であり、これを用いて演算子を cpkF+k → ck,p と書き換えると、ck,+ は速度 vF で動

くフェルミオン、ck,− は速度 −vF で動くフェルミオンの消滅演算子であることを意味す
る。これらを用いると式 (A.1)のハミルトニアンは

H0 =
∑
p=±

∑
k

pvF kc
†
k,pck,p (A.3)

と書き換えられる。ボゾン化法では、このように線形化されたバンドを持つ系を取り扱う。



64 付録 A 一次元スピンレスフェルミオン系とボゾン化法

A.1 ボゾン化法

フェルミエネルギーまで完全に電子が詰まった状態からの電子-ホール対励起を記述す

るために、密度演算子

ρp(q) =
∑
k

: c†k+q,pck,p :

=

{∑
k c

†
k+q,pck,p · · · q ̸= 0∑

k : c†k,pck,p : ≡ Np · · · q = 0
(A.4)

を導入する。ここで、: · · · :はノーマル積で

: c†k+q,pck,p := c†k+q,pck,p − δq,0⟨c†k,pck,p⟩0 (A.5)

で定義される。また、k についての和は、カットオフ Kc を用いて −Kc < k < Kc の範

囲に限られているものとする。⟨· · · ⟩0 は相互作用のない場合の基底状態での平均値である
ことから右辺第 2項は絶対零度でのフェルミ分布関数 ⟨c†k,pck,p⟩0 = θ(−pk) (θ(x) : 階段
関数)を差し引くことを意味している。また、ρ†p(q) = ρp(−q)を満たす。この密度演算子
の交換関係は、 [

ρp(−q), ρp′(q′)
]
=
pqL

2π
δq,q′δp,p′ (A.6)

となる。ここで、Lは系の長さである。この交換関係は、密度演算子 ρp(q)が、[aq, a
†
q′ ] =

δq,q′ (q、q′ ̸= 0)を満たすボゾンの生成消滅演算子 aq、a†q を用いて

ρp(q) = Npδ0,q +

√
|q|L
2π

(
θ(pq)a†q + θ(−pq)a−q

)
(A.7)

表されることを意味する。このように、ハミルトニアンやフェルミオンの場の演算子など

すべての演算子をこの密度演算子で表すことをボゾン化という。

まず、式 (A.3)のハミルトニアンをボゾン化することを考える。q ̸= 0の場合を考える

と、ハミルトニアンと密度演算子との交換関係は、

[H0, ρp(q)] = pvF qρp(q) (A.8)

となる。この交換関係は、ハミルトニアンが ρp(q)を用いて

H0 =
πvF
L

∑
p=±

∑
q ̸=0

ρp(q)ρp(−q) (A.9)

と表現されていても成り立つ関係である。一方で、q = 0 の成分は保存量であることか

ら交換関係からは求まらない。代わりに、ブランチ p = +、p = − の粒子数がそれぞれ
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N+、N− 増えたときのエネルギーの増加を表す ∆E(N+, N−) = (πvF /L)
∑

p=±N
2
p を

q = 0の場合のハミルトニアンとみなすことができるので、結局ハミルトニアンは

HB
0 =

πvF
L

∑
p=±

N2
p +

πvF
L

∑
p=±

∑
q ̸=0

ρp(q)ρp(−q)

=
πvF
L

∑
p=±

∑
q

ρp(q)ρp(−q) (A.10)

と表すことができる。このように同じハミルトニアンが、式 (A.3) ではフェルミオンに

よって表現され、式 (A.10)ではボゾンで表現される。

次に、フェルミオンの場の演算子をボゾン化することを考える。ブランチ pの粒子を一

つ増やす演算子 Up を導入すると、Up は

[Np, Up] = Up (A.11)

[ρp(q), Up] = 0 · · · q ̸= 0 (A.12)

の交換関係を満たさなければならない。この Up を

Up =
∑
k

c†k,pδ(pk − (
π

L
(2Np + 1)))

=
1√
L

∫ L

0

e−iϕ†
p(x)ψ†

p(x)e
−iϕp(x)dx (A.13)

とおくとする。ここで、c†k,p = (1/
√
L)

∫ L

0
eikxψ†

p(x)dx、ϕp(x) = −(πpx/L)Np である。

この Up は式 (A.11)は満たすが、式 (A.12)は満たさない。これは、ϕp(x)を

ϕp(x) = −πpx
L
Np +

2πi

L
lim
α→0

∑
q ̸=0

eiqx−α|q|/2

|q|
θ(pq)ρp(−q) (A.14)

と書き換えることで解決する。ここで、αは、その逆数が短波長のカットオフになる量で

ある。 式 (A.13)を逆に解くことで、

ψ†
p(x) =

1√
L
eiϕ

†
p(x)Upe

iϕp(x) (A.15)

が得られる。これがフェルミオン演算子のボゾンによる表現である。

さらに、この後での計算のためにさらに変形を行う。異なるブランチ間の生成演算子が

反交換するために、{ηp, ηp′} = 2δpp′、η†p = ηp を満たすマヨラナ演算子 ηp を導入し、Up

を

Up = ηpe
iQp (A.16)
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と表す。ここで、Q†
p = Qp であり、[

Qp, Np′

]
= iδpp′ (A.17)

の交換関係を満たす。これらを用いると、フェルミオン演算子は、

ψp(x) =
ηp√
2πα

e−i(Qp+ϕ†
p(x)+ϕp(x)) (A.18)

と書き換えられる。これは、フェルミオン演算子の反交換関係{
ψp(x), ψp′(x′)

}
= 0 (A.19)

{
ψp(x), ψ

†
p′(x

′)
}
= δpp′δ(x− x′) (A.20)

を満たす。

全電子数 N を

N = N0 +
∑
p

Np (A.21)

電流 J を

J =
∑
p

pNp (A.22)

と書く。pについての和を実行すると、N −N0 = N+ +N−、J = N+ −N− であるの

で、これらを連立して解くと、N+ = 1
2 (N −N0 + J)、N− = 1

2 (N −N0 − J)となる。ま

とめると、

Np =
1

2
(N −N0 + pJ) (A.23)

である。

A.1.1 相互作用の導入

次に、前方散乱の相互作用として、反対向きに運動する電子同士の散乱振幅 g2 と同じ

向きに運動する電子の散乱振幅 g4 を取り入れた場合のハミルトニアンを考える。ハミル

トニアンの相互作用部分Hint は、

Hint =
1

2L

∑
k,k′,q,p

(
g2 c

†
k+q,pc

†
k′−q,−pck′,−pck,p + g4 c

†
k+q,pc

†
k′−q,pck′,pck,p

)
=

1

2L

∑
p

(
g2NpN−p + g4N

2
p

)
+

∑
q ̸=0

{g2|q|
4π

(
a†qa

†
−q + a−qaq

)
+
g4|q|
2π

a†qaq

}
(A.24)
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と表される。この時、式 (A.7)を用いた。したがって全体のハミルトニアン H = HB
0 +

Hint は、

H =
πvF
L

∑
p

N2
p +

1

2L

∑
p

(
g2NpN−p + g4N

2
p

)
+
∑
q ̸=0

{
|q|

(
vF +

g4
2π

)
a†qaq +

g2|q|
4π

(
a†qa

†
−q + a−qaq

)}
(A.25)

と表せる。ここで、ゼロモード (波数ゼロ)からの寄与を

HB,zero =
πvF
L

∑
p

N2
p +

1

2L

∑
p

(
g2NpN−p + g4N

2
p

)
(A.26)

とおき、揺らぎの寄与を

HB,fluc =
∑
q ̸=0

{
|q|

(
vF +

g4
2π

)
a†qaq +

g2|q|
4π

(
a†qa

†
−q + a−qaq

)}
(A.27)

とおく。このとき、このHB,zero に対して式 (A.23)を用いると

HB,zero =
πvN
2L

(N −N0)
2 +

πvJ
2L

J2 (A.28)

が得られる。ここで、

vN = vF +
g4 + g2
2π

(A.29)

vJ = vF +
g4 − g2
2π

(A.30)

とおいた。次にHB,fluc を

b†q = cosh(φ)a†q − sinh(φ)a−q (A.31)

bq = cosh(φ)aq − sinh(φ)a†−q (A.32)

を用いて対角化する。ここで b†q、bq は、[bq, b
†
q′ ] = δqq′、[bq, bq′ ] = [b†q, b

†
q′ ] = 0の関係を

満たすボゾン演算子である。これらの演算子を代入して対角項 b†qbq 以外が 0になるよう

に φを決めると、HB,fluc は

HB,fluc =
∑
q

vs|q|b†qbq (A.33)

となり、φは

e2φ =

√
vF + 1

2π (g4 − g2)

vF + 1
2π (g4 + g2)

≡ K (A.34)
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により求まる。ここで、

vs =

√(
vF +

1

2π
(g4 + g2)

)(
vF +

1

2π
(g4 − g2)

)
=

√
vNvJ (A.35)

とおいた。以上のことから、前方散乱の相互作用として、g2 と g4 を取り入れた場合のハ

ミルトニアンは、

H =
π

2L

{
vN (N −N0)

2 + vJJ
2
}
+
∑
q

|q|vsb†qbq (A.36)

である。

A.1.2 位相ハミルトニアン

ボゾン演算子で表されたフェルミオンの場の演算子 (式 (A.18)) を位相変数 θ+(x)、

θ−(x)を用いて

ψp(x) =
ηp√
2πα

e
i p√

2
(θ+(x)+pθ−(x))

(A.37)

と書き換える。ここで、

θ+(x) =
1√
2

∑
p

p
{
−Qp −

(
ϕ†p(x) + ϕp(x)

)}
(A.38)

θ−(x) =
1√
2

∑
p

{
−Qp −

(
ϕ†p(x) + ϕp(x)

)}
(A.39)

であり、

i
p√
2
(θ+(x) + pθ−(x))＝− iQp − i(ϕ†p(x) + ϕp(x)) (A.40)

を満たすように決定した。これらの位相変数は[
θ+(x), θ−(x

′)
]
= iπsgn(x− x′) (A.41)

の交換関係を満たすことから、θ+(x)に共役な運動量 Π+(x)は

Π+(x) = − 1

2π

∂

∂x
θ−(x) (A.42)

で与えられ、θ−(x)に対する運動量 Π−(x)は

Π−(x) = − 1

2π

∂

∂x
θ+(x) (A.43)
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で与えられる。

また、θ+(x)の微分は、

∂

∂x
θ+(x) =

∂

∂x

1√
2

∑
p

p
{
−Qp −

(
ϕ†p(x) + ϕp(x)

)}
=

√
2π

L

∑
p,q

eiqxρp(−q) (A.44)

となり、これを密度揺らぎと呼ぶ。さらに、θ−(x)の微分は、

∂

∂x
θ−(x) =

∂

∂x

1√
2

∑
p

{
−Qp −

(
ϕ†p(x) + ϕp(x)

)}
=

√
2π

L

∑
p,q

eiqxpρp(−q) (A.45)

となり、これを電流揺らぎと呼ぶ。このとき、式 (A.14)より、

∂x

(
ϕp(x) + ϕ†p(x)

)
= −2πp

L
Np −

2πp

L

∑
q ̸=0

eiqxρp(−q)

= −2πp

L

∑
q

eiqxρp(−q) (A.46)

となることを用いた。さらに、位相変数の微分を連立することにより、

∂xθ+(x) + ∂xθ−(x) =
2
√
2π

L

∑
q

eiqxρ+(−q) (A.47)

∂xθ+(x)− ∂xθ−(x) =
2
√
2π

L

∑
q

eiqxρ−(−q) (A.48)

が得られる。これらをフーリエ変換することにより、

ρp(q) =
1

2
√
2π

∫
dx eiqx

(
∂xθ+(x) + p∂xθ−(x)

)
(A.49)

が得られる。この密度演算子を式 (A.25)のハミルトニアンに代入すると、

H =

∫
dx

vs
4π

{ 1

K

(
∂xθ+(x)

)2

+K
(
∂xθ−(x)

)2}
=

∫
dx

{ vs
4πK

(
∂xθ+(x)

)2

+ vsKπΠ
2
+(x)

}
=

∫
dx

{πvs
K

(
∂xθ−(x)

)2

+
vsK

4π
Π2

−(x)
}

(A.50)
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が得られる。これが位相ハミルトニアンと呼ばれるものである。さらに、

Π̃+(x, t) =
√

2πvsKΠ+(x, t) (A.51)

θ̃+(x, t) =
θ+(x, t)√
2πvsK

(A.52)

θ̃−(x, t) =
√

2πvsKθ−(x, t) (A.53)

とおくことにより式 (A.50)のハミルトニアンは

H =

∫
dx

1

2

{
Π̃2

+(x, t) + v2s

(
∂xθ̃+(x, t)

)2}
(A.54)

と書き換えられ、式 (A.37)の場の演算子は

ψp(x, t) =
ηp√
2πα

exp
[
i
p√
2
(
√

2πvsKθ̃+(x, t) + p
1√

2πvsK
θ̃−(x, t))

]
(A.55)

と書き換えられる。さらに、参考文献 [44]に基づいて以下のようにモード展開を行う。ボ

ゾンの生成消滅演算子 a†q、aq を用いて位相変数は

θ̃+(x, t) =
1√
L

∑
q

(
aqe

iqx−ivs|q|t + a†qe
−iqx+ivs|q|t

)√ 1

2vs|q|
(A.56)

Π̃+(x, t) =
−i√
L

∑
q

(
aqe

iqx−ivs|q|t − a†qe
−iqx+ivs|q|t

)√vs|q|
2

(A.57)

と表される。上記の展開において、q についての和は exp(−α|q|)によって紫外部でカッ
トオフされる。これらの式をハミルトニアン (式 (A.54)) に代入すると、以下のような

モード展開されたハミルトニアンが得られる。

H =
∑
q

vs|q|a†qaq (A.58)

この式を式 (A.36)と比較すると、ここで導入したモード展開はゆらぎのモードは正しく

表現しているが、ゼロモードは再現できていない。ゼロモードからの寄与はNp/Lが無視

できない場合には重要になってくるが、それ以外は無視できる。本研究ではそのような場

合を議論する。なお、Π̃+(x) = − 1
2π∂xθ̃−(x) であることを用いると、θ̃−(x, t)のモード

展開は

θ̃−(x, t) =
2π√
L

∑
q

1

q

(
aqe

iqx−ivs|q|t + a†qe
−iqx+ivs|q|t

)√vs|q|
2

(A.59)

である。
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A.2 分布関数

温度 T = 0 での分布関数を求める。ブランチ p = + のフェルミ波数付近の分布関数

n+(k)は、

n+(k) =
1

L

∫ L

0

dxeikxe−ikF x
⟨
ψ†
+(x)ψ+(0)

⟩
(A.60)

で与えられる。ここで、期待値部分は式 (A.55)を代入すると、⟨
ψ†
+(x)ψ+(0)

⟩
=

1

2πα

⟨
e
−i 1√

2
{
√
2πvsK(θ̃+(x)−θ̃+(0))+ 1√

2πvsK
(θ̃−(x)−θ̃−(0))}

×e
1
4 [
√
2πvsKθ̃+(x)+ 1√

2πvsK
θ̃−(x),

√
2πvsKθ̃+(0)+ 1√

2πvsK
θ̃−(0)]

⟩
=

1

2πα
exp

[
− 1

4

⟨{√
2πvsK

(
θ̃+(x)− θ̃+(0)

)
+

1√
2πvsK

(
θ̃−(x)− θ̃−(0)

)}2⟩]
× exp

[1
4

[√
2πvsKθ̃+(x) +

1√
2πvsK

θ̃−(x),
√
2πvsKθ̃+(0) +

1√
2πvsK

θ̃−(0)
]]

(A.61)

となる。ここで、[A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0 である場合に成り立つ、ハウスドルフの

公式

eAeB = eA+Be
1
2 [A,B] (A.62)

を用いた。expの肩の期待値部分および交換関係部分に対して、⟨(
θ̃+(x)− θ̃+(0)

)2⟩
=

1

L

∑
q

e−α|q|

2vs|q|

(
2− eiqx − e−iqx

)
(A.63)

⟨(
θ̃−(x)− θ̃−(0)

)2⟩
=

4π2

L

∑
q

vs
2|q|

e−α|q|
(
2− eiqx − e−iqx

)
(A.64)

⟨(
θ̃+(x)− θ̃+(0)

)(
θ̃−(x)− θ̃−(0)

)⟩
=

⟨(
θ̃−(x)− θ̃−(0)

)(
θ̃+(x)− θ̃+(0)

)⟩
=
π

L

∑
q

e−α|q|

q

(
2− eiqx − e−iqx

)
(A.65)

[
θ̃+(x), θ̃−(0)

]
=

2π

L

∑
q>0

e−α|q|

q

(
eiqx − e−iqx

)
(A.66)
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[
θ̃+(0), θ̃−(x)

]
= −2π

L

∑
q>0

e−α|q|

q

(
eiqx − e−iqx

)
(A.67)

であることを用いると、⟨
ψ†
+(x)ψ+(0)

⟩
=

i

2π

1

x+ iα

1{
1 +

(
x
α

)2} 1
4 (K+ 1

K −2)
(A.68)

が得られる。したがって分布関数は、

n+(k) =
1

L

∫ ∞

0

dxei(k−kF )x
⟨
ψ†
+(x)ψ+(0)

⟩
≃ 1

2
− sgn(k − kF )

π

(
|k − kF |α

)A π

Γ(1 +A)2 cos(A2 π)
(A.69)

となる。ここで、A = (K + 1/K − 2)/2とおいた。このように、TLL状態では、フェル

ミ波数で連続であり、図 1.1(b) のような冪的な振る舞いが現れる。これは、フェルミ波

数で不連続となるフェルミ流体 (図 1.1(a))と大きく異なる点である。また、この指数 A

はK を含むことから相互作用の強さに依存する。

A.3 状態密度

位置に関する情報を取り入れた一粒子状態密度は局所状態密度と呼ばれ、

D(ω, x) =
∑
n

δ(ω − ϵn − µ)|φn(x)|2

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dteiωt

⟨{
ψ†(x), ψ(x, t)

}⟩
(A.70)

と表される。ここで、µは化学ポテンシャルであり、φn(x)は状態 n、位置 xでの波動関

数であることから |φn(x)|2 は確率密度を表している。
ψ(x, t)は場の演算子であり、A.1.1で導入した相互作用がある場合を考えると、フェル

ミエネルギー付近で線形近似したバンドを考えているので

ψ(x, t) = eikF xψ+(x, t) + e−ikF xψ−(x, t) (A.71)

である。これを式 (A.70)に代入することで、ブランチ pについての状態密度は

Dp(ω, T, x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt eiωt

⟨{
ψ†
p(x, 0), ψp(x, t)

}⟩
(A.72)

と得られる。ここで、T は温度であり、ψp(x, t)は式 (A.55)をハイゼンベルグ表示にし

たものである。この式は、p = +、p = −のどちらでも等しい値となり、xにも依存しな
い。以下では、Dp(ω, T, x)を改めて D(ω, T )と書く。
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式 (A.72)に対して式 (A.55)と式 (A.56)、式 (A.59)を用いて計算すると、

D(ω, T )

=
1

4π2α

∫ ∞

−∞
dt eiωt

( sinh(πTt)
πTt

)−(A+1){(
1− ivst

α

)−(A+1)

+
(
1 +

ivst

α

)−(A+1)}
(A.73)

が得られる。ここで、A = (K + 1/K)/2 − 1 である。D(0, 0) = 0 と分かるので、

D(ω, T ) = D(ω, T )− 0 = D(ω, T )−D(0, 0)とすることができ、

D(ω, T )

=
1

4π2α

∫ ∞

−∞
dt

{(
1− ivst

α

)−(A+1)

+
(
1 +

ivst

α

)−(A+1)}{
eiωt

( sinh(πTt)
πTt

)−(A+1)

− 1
}

(A.74)

の表式が得られる。この式に対して T = 0を考えると、

D(ω, 0) =
1

2πα

( α
vs

)A+1 ωA

Γ(1 +A)
(A.75)

となる。ここで、Γ(x)はガンマ関数である。また、ω = 0についても考えると、

D(0, T ) =
1

2π2vs

Γ2(A+1
2 )

Γ(A+ 1)

(2πTα
vs

)A

(A.76)

となる。以上のことから、状態密度は D(ω, 0) ∝ ωA、D(0, T ) ∝ TA のように指数

A = (K + 1/K)/2 − 1の冪乗則が見られることが分かる。これは TLL状態における特

徴的な振る舞いである。

A.4 スペクトル関数

スペクトル関数とは、多体効果がある場合のエネルギーバンドに対応する量であり、

A(k, ω) = − 1

π
Im

∫
dxdt e−ikx+iωtGR(x, t) (A.77)

と表される。ここで、GR(x, t)は遅延グリーン関数で

GR(x, t) = −iθ(t)
⟨{
ψ(x, t), ψ†(0, 0)

}⟩
(A.78)
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である。また、場の演算子 ψ(x, t)は式 (A.71)である。したがってスペクトル関数A(k, ω)

は、

A(k, ω)

=
1

2π2α
Im

∫
dxdt e−i(k−kF )x+iωtiθ(t)

×
{ βvs
π(x− vst)

sinh
(
π
x− vst

βvs

)}− 1
4 (K+ 1

K +2)

×
{ βvs
π(x+ vst)

sinh
(
π
x+ vst

βvs

)}− 1
4 (K+ 1

K −2)

×
{(

1− i
x− vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K +2)(
1 + i

x+ vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K −2)

+
(
1− i

x+ vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K −2)(
1 + i

x− vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K +2)}
+

1

2π2α
Im

∫
dxdt e−i(k+kF )kx+iωtiθ(t)

×
{ βvs
π(x− vst)

sinh
(
π
x− vst

βvs

)}− 1
4 (K+ 1

K −2)

×
{ βvs
π(x+ vst)

sinh
(
π
x+ vst

βvs

)}− 1
4 (K+ 1

K +2)

×
{(

1− i
x− vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K −2)(
1 + i

x+ vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K +2)

+
(
1− i

x+ vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K +2)(
1 + i

x− vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K −2)}
= A+(k − kF , ω) +A−(k + kF , ω) (A.79)

となり、ブランチ p = +からの寄与 A+ とブランチ p = −からの寄与 A− の和として表

される。しかしながら、外部の波数 k を +kF 付近に取った場合、p = −からの寄与 A−

はこのモデルで考慮しているフェルミエネルギー付近から外れるため、無視することがで

きる (k を −kF 付近にとった場合の p = + からの寄与 A+ も同様)。したがって、k が

+kF 付近の場合

A(k, ω) ≃ A+(k − kF , ω) (A.80)

となり、k が −kF 付近の場合

A(k, ω) ≃ A−(k + kF , ω) (A.81)
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となる。ここで、

Ap(k − pkF , ω)

= Im
i

2π2α

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt e−i(k−pkF )x+iωtθ(t)

×
{ βvs
π(x− vst)

sinh
(
π
x− vst

βvs

)}− 1
4 (K+ 1

K +2p)

×
{ βvs
π(x+ vst)

sinh
(
π
x+ vst

βvs

)}− 1
4 (K+ 1

K −2p)

×
{(

1− i
x− vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K +2p)(
1 + i

x+ vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K −2p)

+
(
1− i

x+ vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K −2p)(
1 + i

x− vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K +2p)}
= Im

i

2π2α

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt e−i(k−pkF )x+iωtθ(t)

{
Fp(x, t) + Fp(−x,−t)

}
(A.82)

であり、

Fp(x, t) =
{ βvs
π(x− vst)

sinh
(
π
x− vst

βvs

)}− 1
4 (K+ 1

K +2p)

×
{ βvs
π(x+ vst)

sinh
(
π
x+ vst

βvs

)}− 1
4 (K+ 1

K −2p)

×
(
1− i

x− vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K +2p)(
1 + i

x+ vst

α

)− 1
4 (K+ 1

K −2p)

(A.83)

である。Fp(x, t)と Fp(−x,−t)は複素共役の関係であるので、Fp(x, t) + Fp(−x,−t)は
実数となる。このことから、Ap(k − pkF , ω)内の全体としての虚部は expの肩のみに含

まれている。したがって、

Ap(k − pkF , ω)

=
1

4π2α

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt e−i(k−pkF )x+iωt

{
Fp(x, t) + Fp(−x,−t)

}
= Ip(k − pkF , ω) + Ip(−k + pkF ,−ω) (A.84)

ここで、

Ip(q, ω) =
1

4π2α

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt e−iqx+iωtFp(x, t) (A.85)
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である。特に T = 0での A+(k − kF )は

A+(k − kF )

=
α(K+1/K)/2−1

vsΓ((K + 1/K − 2)/4)Γ((K + 1/K + 2)/4)

×
{(ω − vs(k − kF )√

2vs

)(K+1/K−2)/4−1

e
−α

ω−vs(k−kF )√
2vs θ(ω − vs(k − kF ))

×
(ω + vs(k − kF )√

2vs

)(K+1/K+2)/4−1

e
−α

ω+vs(k−kF )√
2vs θ(ω + vs(k − kF ))

+
(−ω + vs(k − kF )√

2vs

)(K+1/K−2)/4−1

e
α

ω−vs(k−kF )√
2vs θ(−ω + vs(k − kF ))

×
(−ω − vs(k − kF )√

2vs

)(K+1/K+2)/4−1

e
α

ω+vs(k−kF )√
2vs θ(−ω − vs(k − kF ))

}
(A.86)

と計算される。k − kF = q > 0 での結果を図 A.1 に記す。ω > 0 では ω = vsq で指数

(K+1/K−2)/4−1の冪依存性を示し、ω < 0では ω = −vsqで指数 (K+1/K+2)/4−1

の冪依存性を示す。一方、相互作用がないK = 1、vs = vF の場合を考えると、

Ap(k − pkF , ω)

=
1

4π2α

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt e−i(k−pkF )x+iωt

×
{(

1− i
x− vF t

α

)− 1
2 (1+p)(

1 + i
x+ vF t

α

)− 1
2 (1−p)

+
(
1 + i

x− vF t

α

)− 1
2 (1+p)(

1− i
x+ vF t

α

)− 1
2 (1−p)}

(A.87)

となるので、ブランチ p = +、−でのスペクトル関数は

A+(k − kF , ω)

=
1

4π2α

∫ ∞

−∞
dxdte−i(k−kF )x+iωt

{(
1− i

x− vF t

α

)−1

+
(
1 + i

x− vF t

α

)−1}
= δ(ω − vF (k − kF )) (A.88)

A−(k + kF , ω)

=
1

4π2α

∫ ∞

−∞
dxdte−i(k+kF )x+iωt

{(
1 + i

x+ vF t

α

)−1

+
(
1− i

x+ vF t

α

)−1}
= δ(ω + vF (k + kF )) (A.89)

である。ここで、

1

x+ iα
= P 1

x
− iπδ(x) (A.90)
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を用いた。したがって、相互作用が無い場合にはスペクトル関数はデルタ関数となる。式

(A.82)の指数に現れる K が式 (A.34)で表されることから、異なるブランチ間の散乱を

表す相互作用 g2 が加わると K が 1 からずれ、デルタ関数であったスペクトルウェイト

は図 A.1 のように ω = vsq で冪依存性を持ったピーク (メイン) に変わることに加え、

ω = −vsq でショルダー形状のウェイト（シャドウ）が現れる。さらに、スピンを含む場
合を考えると、スピンと電荷の励起がそれぞれ異なる値を持つことから、図 1.3のように

メインのピークはスピン励起と電荷励起で分離する。

図 A.1 k が kF 付近 (q = k − kF > 0)でのスペクトル関数 A+(k, ω)。ω > vsq（メ

イン）と ω < −vsq（シャドウ）に冪依存性をもつウェイトが現れる。
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付録 B

ピーナッツ型フラーレンポリマーに
おけるスペクトル関数

B.1 遅延グリーン関数 GR
p,ν(x, t)の計算

式 (3.1)で表されるスペクトル関数を求めるにあたって、遅延グリーン関数 GR
p,ν(x, t)

を計算する。期待値部分は⟨{
ψp,ν(x, t), ψ

†
p,ν(0, 0)

}⟩
=

⟨
ψp,ν(x, t)ψ

†
p,ν(0, 0)

⟩
+

⟨
ψ†
p,ν(0, 0)ψp,ν(x, t)

⟩
(B.1)

であるので、各項を求める。なお、ψp,ν(x, t)は式 (2.28)である。1項目は、⟨
ψp,ν(x, t)ψ

†
p,ν(0, 0)

⟩

=
η2p,ν
2πα

⟨
exp

[
i
p√
2

N∑
j=1

(
XνjΘj(x, t) + p(KX)νjΦj(x, t)

)

−i p√
2

N∑
j′=1

(
Xνj′Θj′(0, 0) + p(KX)νj′Φj′(0, 0)

)]⟩

× exp
(1
4

N∑
j,j′=1

[
XνjΘj(x, t) + p(KX)νjΦj(x, t), Xνj′Θj′(0, 0) + p(KX)νj′Φj′(0, 0)

])
=

1

2πα
A×B (B.2)
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とおくと、Aは

A =
⟨
exp

[
i
p√
2

N∑
j=1

(
XνjΘj(x, t) + p(KX)νjΦj(x, t)

)

−i p√
2

N∑
j′=1

(
Xνj′Θj′(0, 0) + p(KX)νj′Φj′(0, 0)

)]⟩

= exp
[
− 1

8L

N∑
j=1

{ (Xνj)
2

ṽj
+ 4π2p2(KX)2νj ṽj

}
×
∑
q>0

1

q

(
2g(ṽjq) + 1

){
4−

(
eiqx + e−iqx

)(
eiṽjqt + e−iṽjqt

)}

+
1

8L

N∑
j=1

4πp(KX)νjXνj

×
∑
q>0

1

q

(
2g(ṽjq) + 1

)(
e−iṽjqt − eiṽjqt

)(
eiqx − e−iqx

)]
(B.3)

となる。ここで、g(ṽjq)は

g(ṽjq) =
1

eṽjq/T − 1

=

∞∑
m=1

e−mṽjq/T (B.4)

で表されるボーズ分布関数である。次に B は

B = exp
(1
4

N∑
j,j′=1

[
XνjΘj(x, t) + p(KX)νjΦj(x, t), Xνj′Θj′(0, 0) + p(KX)νj′Φj′(0, 0)

])

= exp
[ 1

8L

N∑
j=1

{ (Xνj)
2

ṽj
+ 4π2p2(KX)2νj ṽj

}∑
q>0

1

q

(
eiqx + e−iqx

)(
e−iṽjqt − eiṽjqt

)

+
1

8L

N∑
j=1

4πpXνj(KX)νj
∑
q>0

1

q

(
eiqx − e−iqx

)(
e−iṽjqt + eiṽjqt

)]
(B.5)
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である。したがって、

A×B

= exp
[
− 1

8L

N∑
j=1

{ (Xνj)
2

ṽj
+ 4π2p2(KX)2νj ṽj

}
×
∑
q>0

1

q

(
2g(ṽjq) + 1

){
4−

(
eiqx + e−iqx

)(
eiṽjqt + e−iṽjqt

)}

+p
π

2L

N∑
j=1

(KX)νjXνj

∑
q>0

1

q

(
2g(ṽjq) + 1

)(
e−iṽjqt − eiṽjqt

)(
eiqx − e−iqx

)]

× exp
[ 1

8L

N∑
j=1

{ (Xνj)
2

ṽj
+ 4π2p2(KX)2νj ṽj

}∑
q>0

1

q

(
eiqx + e−iqx

)(
e−iṽjqt − eiṽjqt

)

+p
π

2L

N∑
j=1

Xνj(KX)νj
∑
q>0

1

q

(
eiqx − e−iqx

)(
e−iṽjqt + eiṽjqt

)]

=

N∏
j=1

{(
1 + i

x+ ṽjt

α

) ξj(T )

π(x+ ṽjt)
sinh

(
π
x+ ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(−p)

×
{(

1− i
x− ṽjt

α

) ξj(T )

π(x− ṽjt)
sinh

(
π
x− ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(p)

(B.6)

となる。ここで、 ∫ ∞

0

dq ql−1e−αq =
(l − 1)!

αl
(B.7)

sinh(πx) = πx

∞∏
n=1

(
1 +

x2

n2

)
(B.8)

の関係を用いた。また、

Aν,j(p) =
1

8πṽj

(
Xνj + 2πp(KX)νj ṽj

)2

(B.9)

βṽj = ξj(T ) (B.10)

とおいた。以上のことから、

⟨
ψp,ν(x, t)ψ

†
p,ν(0, 0)

⟩
=

1

2πα

N∏
j=1

{(
1 + i

x+ ṽjt

α

) ξj(T )

π(x+ ṽjt)
sinh

(
π
x+ ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(−p)

×
{(

1− i
x− ṽjt

α

) ξj(T )

π(x− ṽjt)
sinh

(
π
x− ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(p)

(B.11)
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である。次に、
⟨
ψ†
p,ν(0, 0)ψp,ν(x, t)

⟩
についても同様の計算を行うことで、

⟨
ψ†
p,ν(0, 0)ψp,ν(x, t)

⟩
=

1

2πα

N∏
j=1

{(
1− i

x+ ṽjt

α

) ξj(T )

π(x+ ṽjt)
sinh

(
π
x+ ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(−p)

×
{(

1 + i
x− ṽjt

α

) ξj(T )

π(x− ṽjt)
sinh

(
π
x− ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(p)

(B.12)

が得られる。これらを用いることで遅延グリーン関数 GR
p,ν(x, t)は、

GR
p,ν(x, t) = −iθ(t) 1

2πα

[
N∏
j=1

{(
1 + i

x+ ṽjt

α

) ξj(T )

π(x+ ṽjt)
sinh

(
π
x+ ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(−p)

×
{(

1− i
x− ṽjt

α

) ξj(T )

π(x− ṽjt)
sinh

(
π
x− ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(p)

+

N∏
j=1

{(
1− i

x+ ṽjt

α

) ξj(T )

π(x+ ṽjt)
sinh

(
π
x+ ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(−p)

×
{(

1 + i
x− ṽjt

α

) ξj(T )

π(x− ṽjt)
sinh

(
π
x− ṽjt

ξj(T )

)}−Aν,j(p)
]

(B.13)

となる。

B.2 T = 0でのスペクトル関数

T = 0でのスペクトル関数について考える。まず、バンド構造 Iについてスペクトル関

数 A↑(k, ω)の外部の波数 k が k ∼ K0 の場合を考えると、A↑(k, ω)は

A↑(k, ω) = A+,1(k −K0, ω) +A−,2(k −K0, ω) (B.14)

で与えられる。速度 v1 のバンドからの寄与 A+,1(k − K0, ω) は A+,1(k − K0, ω) =

I+,1(k −K0, ω) + I+,1(−(k −K0),−ω)である。T = 0のとき、式 (3.8)は

Wj(x, t) =
1

1− i
x−ṽjt

α

=
α

α− i(x− ṽjt)
(B.15)
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と書き換えられることを用いると、I+,1(k −K0, ω)は

I+,1(k −K0, ω)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt ei(ωt−(k−K0)x)F+,1(x, t)

=
1

4π2α

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt ei(ωt−(k−K0)x)

×W
1
2
1 (x, t)W

A13(+)
3 (x, t)W

A13(−)
3 (−x, t)WA14(+)

4 (x, t)W
A14(−)
4 (−x, t)

=
α

1
2+A13(+)+A14(+)+A13(−)+A14(−)

4π2α

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt ei(ωt−(k−K0)x)

× 1

{α− i(x− ṽ1t)}
1
2

1

{α− i(x− ṽ3t)}A13(+)

1

{α− i(x− ṽ4t)}A14(+)

× 1

{α+ i(x+ ṽ3t)}A13(−)

1

{α+ i(x+ ṽ4t)}A14(−)
(B.16)

となる。ここで、被積分関数について、

1

Aα1
1 · · ·AαN

N

=
Γ(α1 + · · ·+ αN )

Γ(α1) · · ·Γ(αN )

∫ 1

0

N∏
i=1

dxiδ(1−
N∑
j=1

xj)

×
xα1−1
1 xα2−1

2 · · ·xαN−1
N

(A1x1 +A2x2 + · · ·+ANxN )α1+α2+···+αN
(B.17)

であること [50]を用いると、

I+,1(k −K0, ω)

=
α

1
2+A13(+)+A14(+)+A13(−)+A14(−)

4π2α

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dt ei(ωt−(k−K0)x)

×
Γ( 12 +A13(+) +A14(+))

Γ( 12 )Γ(A13(+))Γ(A14(+))

∫ 1

0

du1du2du3 δ(1− u1 − u2 − u3)

× u
− 1

2
1 u

A13(+)−1
2 u

A14(+)−1
3

{α+ i(u1ṽ1 + u2ṽ3 + u3ṽ4)t− ix} 1
2+A13(+)+A14(+)

× Γ(A13(−) +A14(−))

Γ(A13(−))Γ(A14(−))

∫ 1

0

dw1dw2 δ(1− w1 − w2)

× w
A13(−)−1
1 w

A14(−)−1
2

{α+ i(w1ṽ3 + w2ṽ4)t+ ix}A13(−)+A14(−)
(B.18)
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となり、xと tについての積分を実行すると、

I+,1(k −K0, ω)

=
α− 1

2+A13(+)+A14(+)+A13(−)+A14(−)

Γ( 12 )Γ(A13(+))Γ(A14(+))Γ(A13(−))Γ(A14(−))

×
∫ 1

0

du1du2du3 δ(1− u1 − u2 − u3)u
− 1

2
1 u

A13(+)−1
2 u

A14(+)−1
3

×
∫ 1

0

dw1dw2 δ(1− w1 − w2)w
A13(−)−1
1 w

A14(−)−1
2

1

V+ + V−

×
(ω + V−(k −K0)

V+ + V−

)− 1
2+A13(+)+A14(+)

e
−α

ω+V−(k−K0)

V++V− θ(ω + V−(k −K0))

×
(ω − V+(k −K0)

V+ + V−

)A13(−)+A14(−)−1

e
−α

ω−V+(k−K0)

V++V− θ(ω − V+(k −K0)) (B.19)

が得られる。ここで、V+ = u1ṽ1 + u2ṽ3 + u3ṽ4、V− = w1ṽ3 + w2ṽ4 とおいた。その結

果を用いると、I+,1(−(k −K0),−ω)は

I+,1(−(k −K0),−ω)

=
α− 1

2+A13(+)+A14(+)+A13(−)+A14(−)

Γ( 12 )Γ(A13(+))Γ(A14(+))Γ(A13(−))Γ(A14(−))

×
∫ 1

0

du1du2du3 δ(1− u1 − u2 − u3)u
− 1

2
1 u

A13(+)−1
2 u

A14(+)−1
3

×
∫ 1

0

dw1dw2 δ(1− w1 − w2)w
A13(−)−1
1 w

A14(−)−1
2

1

V+ + V−

×
(−ω − V−(k −K0)

V+ + V−

)− 1
2+A13(+)+A14(+)

e
α

ω+V−(k−K0)

V++V− θ(−ω − V−(k −K0))

×
(−ω + V+(k −K0)

V+ + V−

)A13(−)+A14(−)−1

e
α

ω−V+(k−K0)

V++V− θ(−ω + V+(k −K0))

(B.20)

となる。

k − K0 > 0 の場合、階段関数の引数より、I+,1(k − K0, ω) は ω > v−(k − K0)、

I+,1(−(k − K0),−ω) は ω < −v−(k − K0) のみ 0 でない値を持つことがわかる。こ

のとき、V+ と V− の最小値はそれぞれ積分範囲の下限を代入することにより v− とな

ることに注意する。また、I+,1(k − K0, ω) では、ω = v1(k − K0)、v+(k − K0) で、

I+,1(−(k −K0),−ω)では ω = −v+(k −K0)で特異な振る舞いが現れる。すなわち、こ

れらの和で表される A+,1(k − K0, ω) は k − K0 > 0 において ω > v−(k − K0)、ω <

−v−(k−K0)の範囲でのみ 0でない値を持ち、ω = v1(k−K0)、v+(k−K0)、−v+(k−K0)

に特異点を持つ。また、相互作用が無い場合は A+,1(k − K0, ω) = δ(ω − v1(k − K0))
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であることから、I+,1(k −K0, ω)がメイン、I+,1(−(k −K0),−ω)がシャドウに寄与す
ると言える。一方で、k − K0 < 0 の場合には、A+,1(k − K0, ω) は ω > v−|k − K0|、
ω < −v−|k − K0| の範囲でのみ 0 でない値を持ち、ω = −v1|k − K0|、− v+|k − K0|
、v+|k −K0| に特異点を持つ。また、I+,1(−(k −K0),−ω) がメイン、I+,1(k −K0, ω)

がシャドウに寄与すると言える。

次に、速度 −v2 のバンドからの寄与 A−,2(k−K0, ω) = I−,2(k−K0, ω) + I−,2(−(k−
K0),−ω)について考える。I−,2(k−K0, ω)、I−,2(−(k−K0),−ω)は I+,1(k−K0, ω)と

同様の方法で、

I−,2(k −K0, ω)

=
α− 1

2+A23(+)+A24(+)+A23(−)+A24(−)

Γ( 12 )Γ(A23(+))Γ(A24(+))Γ(A23(−))Γ(A24(−))

×
∫ 1

0

du1du2du3 δ(1− u1 − u2 − u3)u
− 1

2
1 u

A23(+)−1
2 u

A24(+)−1
3

×
∫ 1

0

dw1dw2 δ(1− w1 − w2)w
A23(−)−1
1 w

A24(−)−1
2

1

V ′
+ + V−

×
(ω − V−(k −K0)

V ′
+ + V−

)− 1
2+A23(+)+A24(+)

e
−α

ω−V−(k−K0)

V ′
+

+V− θ(ω − V−(k −K0))

×
(ω + V ′

+(k −K0)

V ′
+ + V−

)A23(−)+A24(−)−1

e
−α

ω+V ′
+(k−K0)

V ′
+

+V− θ(ω + V ′
+(k −K0)) (B.21)

I−,2(−(k −K0),−ω)

=
α− 1

2+A23(+)+A24(+)+A23(−)+A24(−)

Γ( 12 )Γ(A23(+))Γ(A24(+))Γ(A23(−))Γ(A24(−))

×
∫ 1

0

du1du2du3 δ(1− u1 − u2 − u3)u
− 1

2
1 u

A23(+)−1
2 u

A24(+)−1
3

×
∫ 1

0

dw1dw2 δ(1− w1 − w2)w
A23(−)−1
1 w

A24(−)−1
2

1

V ′
+ + V−

×
(−ω + V−(k −K0)

V ′
+ + V−

)− 1
2+A23(+)+A24(+)

e
α(

ω−V−(k−K0)

V ′
+

+V−
)
θ(−ω + V−(k −K0))

×
(−ω − V ′

+(k −K0)

V ′
+ + V−

)A23(−)+A24(−)−1

e
α(

ω+V ′
+(k−K0)

V ′
+

+V−
)
θ(−ω − V ′

+(k −K0))

(B.22)

と求められる。ここで、V ′
+ = u1ṽ2 + u2ṽ3 + u3ṽ4 とおいた。

k − K0 > 0 の場合、階段関数の引数より、I−,2(k − K0, ω) は ω > v−(k − K0)、

I−,2(−(k −K0),−ω)は ω < −v2(k −K0)のみ 0でない値を持つことがわかる。このと



86 付録 B ピーナッツ型フラーレンポリマーにおけるスペクトル関数

き、V− の最小値は v−、V ′
+ の最小値は v2 となることに注意する。また、I−,2(k−K0, ω)

では、ω = v+(k−K0)で、I−,2(−(k−K0),−ω)では ω = −v+(k−K0)、− v−(k−K0)

で特異な振る舞いが現れる。すなわち、これらの和で表される A−,2(k − K0, ω) は

k −K0 > 0において ω > v−(k −K0)、ω < −v2(k −K0)の範囲でのみ 0でない値を持

ち、ω = v+(k−K0)、−v+(k−K0)、−v−(k−K0)に特異点を持つ。また、相互作用が無

い場合はA−,2(k−K0, ω) = δ(ω+v2(k−K0))であることから、I−,2(−(k−K0),−ω)が
メイン、I−,2(k −K0, ω)がシャドウに寄与すると言える。一方で、k −K0 < 0の場合に

は、A−,2(k−K0, ω)は ω > v2|k−K0|、ω < −v−|k−K0|の範囲でのみ 0でない値を持

ち、ω = v+|k−K0|、v−|k−K0|、− v+|k−K0|に特異点を持つ。また、I−,2(k−K0, ω)

がメイン、I−,2(−(k −K0),−ω)がシャドウに寄与すると言える。

次にバンド構造 II について考える。スペクトル関数 A↑(k, ω) の外部の波数 k が

k ∼ K1、K2 の場合を考えると、A↑(k, ω)は

A↑(k, ω) = A+,1(k −K1, ω) + 2A−,2(k −K2, ω) (B.23)

となる。速度 v1 のバンドからの寄与 A+,1(k − K1, ω) は A+,1(k − K1, ω) = I+,1(k −
K1, ω) + I+,1(−(k −K1),−ω)であり、各項は、

I+,1(k −K1, ω)

=
α− 1

2+A15(+)+A16(+)+A15(−)+A16(−)

Γ( 12 )Γ(A15(+))Γ(A16(+))Γ(A15(−))Γ(A16(−))

×
∫ 1

0

du1

∫ 1

0

du2

∫ 1

0

du3 δ(1− u1 − u2 − u3)u
− 1

2
1 u

A15(+)−1
2 u

A16(+)−1
3

×
∫ 1

0

dw1

∫ 1

0

dw2 δ(1− w1 − w2)w
A15(−)−1
1 w

A16(−)−1
2

1

V II
+ + V II

−

×
(ω + V II

− (k −K1)

V II
+ + V II

−

)− 1
2+A15(+)+A16(+)

e
−α(

ω+V II
− (k−K1)

V II
+

+V II
−

)
θ(ω + V II

− (k −K1))

×
(ω − V II

+ (k −K1)

V II
+ + V II

−

)A15(−)+A16(−)−1

e
−α(

ω−V II
+ (k−K1)

V II
+

+V II
−

)
θ(ω − V II

+ (k −K1))

(B.24)
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I+,1(−(k −K1),−ω)

=
α− 1

2+A15(+)+A16(+)+A15(−)+A16(−)

Γ( 12 )Γ(A15(+))Γ(A16(+))Γ(A15(−))Γ(A16(−))

×
∫ 1

0

du1

∫ 1

0

du2

∫ 1

0

du3 δ(1− u1 − u2 − u3)u
− 1

2
1 u

A15(+)−1
2 u

A16(+)−1
3

×
∫ 1

0

dw1

∫ 1

0

dw2 δ(1− w1 − w2)w
A15(−)−1
1 w

A16(−)−1
2

1

V II
+ + V II

−

×
(−ω − V II

− (k −K1)

V II
+ + V II

−

)− 1
2+A15(+)+A16(+)

e
α(

ω+V II
− (k−K1)

V II
+

+V II
−

)
θ(−ω − V II

− (k −K1))

×
(−ω + V II

+ (k −K1)

V II
+ + V II

−

)A15(−)+A16(−)−1

e
α(

ω−V II
+ (k−K1)

V II
+

+V II
−

)
θ(−ω + V II

+ (k −K1))

(B.25)

と求められる。ここで、V II
+ = u1ṽ1 + u2ṽ5 + u3ṽ6、V II

− = w1ṽ5 + w2ṽ6 である。

k − K1 > 0 の場合、階段関数の引数より、I+,1(k − K1, ω) は ω > v−(k − K1)、

I+,1(−(k − K1),−ω) は ω < −v−(k − K1) のみ 0 でない値を持つことがわかる。こ

のとき、V II
+ と V II

− の最小値はそれぞれ積分範囲の下限を代入することにより v− と

なることに注意する。また、I+,1(k − K1, ω) では、ω = v1(k − K1)、v+(k − K1) で、

I+,1(−(k −K1),−ω)では ω = −v+(k −K1)で特異な振る舞いが現れる。すなわち、こ

れらの和で表される A+,1(k − K1, ω) は k − K1 > 0 において ω > v−(k − K1)、ω <

−v−(k−K1)の範囲でのみ 0でない値を持ち、ω = v1(k−K1)、v+(k−K1)、−v+(k−K1)

に特異点を持つ。また、相互作用が無い場合は A+,1(k − K1, ω) = δ(ω − v1(k − K1))

であることから、I+,1(k −K1, ω)がメイン、I+,1(−(k −K1),−ω)がシャドウに寄与す
ると言える。一方で、k − K1 < 0 の場合には、A+,1(k − K1, ω) は ω > v−|k − K1|、
ω < −v−|k − K1| の範囲でのみ 0 でない値を持ち、ω = −v1|k − K1|、− v+|k − K1|
、v+|k −K1| に特異点を持つ。また、I+,1(−(k −K1),−ω) がメイン、I+,1(k −K1, ω)

がシャドウに寄与すると言える。

次に、速度 −v2 のバンドからの寄与 A−,2(k−K2, ω) = I−,2(k−K2, ω) + I−,2(−(k−
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K2),−ω)について考える。各項は

I−,2(k −K2, ω)

=
α− 1

4+A25(+)+A26(+)+A25(−)+A26(−)

Γ( 34 )Γ(A25(+))Γ(A26(+))Γ(A25(−))Γ(A26(−))

×
∫ 1

0

du1

∫ 1

0

du2

∫ 1

0

du3 δ(1− u1 − u2 − u3)u
− 1

4
1 u

A25(+)−1
2 u

A26(+)−1
3

×
∫ 1

0

dw1

∫ 1

0

dw2 δ(1− w1 − w2)w
A25(−)−1
1 w

A26(−)−1
2

1

V ′II
+ + V II

−

×
(ω − V II

− (k −K2)

V ′II
+ + V II

−

)− 1
4+A25(+)+A26(+)

e
−α(

ω−V II
− (k−K2)

V ′II
+

+V II
−

)
θ(ω − V II

− (k −K2))

×
(ω + V ′II

+ (k −K2)

V ′II
+ + V II

−

)A25(−)+A26(−)−1

e
−α(

ω+V ′II
+ (k−K2)

V ′II
+

+V II
−

)
θ(ω + V ′II

+ (k −K2))

(B.26)

I−,2(−(k −K2),−ω)

=
α− 1

4+A25(+)+A26(+)+A25(−)+A26(−)

Γ( 34 )Γ(A25(+))Γ(A26(+))Γ(A25(−))Γ(A26(−))

×
∫ 1

0

du1

∫ 1

0

du2

∫ 1

0

du3 δ(1− u1 − u2 − u3)u
− 1

4
1 u

A25(+)−1
2 u

A26(+)−1
3

×
∫ 1

0

dw1

∫ 1

0

dw2 δ(1− w1 − w2)w
A25(−)−1
1 w

A26(−)−1
2

1

V ′II
+ + V II

−

×
(−ω + V II

− (k −K2)

V ′II
+ + V II

−

)− 1
4+A25(+)+A26(+)

e
α(

ω−V II
− (k−K2)

V ′II
+

+V II
−

)
θ(−ω + V II

− (k −K2))

×
(−ω − V ′II

+ (k −K2)

V ′II
+ + V II

−

)A25(−)+A26(−)−1

e
α(

ω+V ′II
+ (k−K2)

V ′II
+

+V II
−

)
θ(−ω − V ′II

+ (k −K2))

(B.27)

ここで、V ′II
+ = u1ṽ2+u2ṽ5+u3ṽ6とおいた。k−K2 > 0の場合、階段関数の部分をみる

と、I−,2(k−K2, ω)は ω > v−(k−K2)、I−,2(−(k−K2),−ω)は ω < −v2(k−K2)のみ 0

でない値を持つことがわかる。このとき、V ′II
+ の最小値は v2 で、V II

− の最小値が v− とな

ることに注意する。また、I−,2(k−K2, ω)では、ω = v+(k−K2)で、I−,2(−(k−K2),−ω)
では ω = −v+(k−K2)、−v−(k−K2)で特異な振る舞いが現れる。すなわち、これらの和

で表される A−,2(k−K2, ω)は k−K2 > 0において ω > v−(k−K2)、ω < −v2(k−K2)

の範囲でのみ 0でない値を持ち、ω = v+(k−K2)、−v+(k−K2)、−v−(k−K2)に特異点

を持つ。また、相互作用が無い場合は A−,2(k −K2, ω) = δ(ω + v2(k −K2))であること

から、I−,2(−(k −K2),−ω)がメイン、I−,2(k −K2, ω)がシャドウに寄与すると言える。
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一方で、k−K2 < 0の場合には、A−,2(k−K2, ω)は ω > v2|k−K2|、ω < −v−|k−K2|
の範囲でのみ 0でない値を持ち、ω = −v+|k−K2|、v+|k−K2|、v−|k−K2|に特異点を
持つ。また、I−,2(k −K2, ω) がメイン、I−,2(−(k −K2),−ω)がシャドウに寄与すると
言える。
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付録 C

メモリー関数の計算の詳細

メモリー関数 M(ω) は式 (4.12) で表される。メモリー関数を求める際に必要となる

F = [j,H+Himp]は、

F =
[
j, H+Himp

]
=

[
j, Hk +Hint

]
+

[
j, Himp

]
(C.1)

である。第 1項は

[
j, Hk +Hint

]
=

[
j,

1

2

N∑
j=1

∫
dx

{
Ξ2
j + ṽ2j (∂xΘj)

2
}]

= 0 (C.2)

となる。
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一方、 第 2項
[
j, Himp

]
は、有限の値で残る。まず、バンド構造 Iの結果を紹介する。

F =
[
j, Himp

]
=

( 1

K11
+

1

K22

)
η(x)

∑
p

p
ηp1η−p2

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X1j′ +X2j′)Θj′(x, t) + p

(
(KX)1j′ − (KX)2j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K11
+

1

K22

)
η(x)

∑
p

p
ηp2η−p1

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X1j′ +X2j′)Θj′(x, t)− p

(
(KX)1j′ − (KX)2j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K33
+

1

K44

)
η(x)

∑
p

p
ηp3η−p4

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X3j′ +X4j′)Θj′(x, t) + p

(
(KX)3j′ − (KX)4j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K33
+

1

K44

)
η(x)

∑
p

p
ηp4η−p3

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X3j′ +X4j′)Θj′(x, t)− p

(
(KX)3j′ − (KX)4j′

)
Φj′(x, t)

)]

+
1

K11
ξ(x)

η+,1η−,1

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X1j′Θj′(x, t)
]

+
1

K33
ξ(x)

η+,3η−,3

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X3j′Θj′(x, t)
]

− 1

K11
ξ∗(x)

η−,1η+,1

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X1j′Θj′(x, t)
]

− 1

K33
ξ∗(x)

η−,3η+,3

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X3j′Θj′(x, t)
]

+
1

K22
λ(x)

η+,2η−,2

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X2j′Θj′(x, t)
]

+
1

K44
λ(x)

η+,4η−,4

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X4j′Θj′(x, t)
]

− 1

K22
λ∗(x)

η−,2η+,2

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X2j′Θj′(x, t)
]

− 1

K44
λ∗(x)

η−,4η+,4

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X4j′Θj′(x, t)
]

(C.3)
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となる。ここで、演算子 Â、B̂ の交換関係が [Â, B̂] = c（cは定数）であるとき、[eÂ, B̂]

は

[eÂ, B̂] = ceÂ (C.4)

であること、行列 X とK には
∑

j XνjXλj = δνλ/Kλλ の関係があることを用いた。

次に、この F (x, t)を用いて式 (4.12)に現れる ⟨F ;F ⟩0ω は、

⟨F ;F ⟩0ω

= −i
∫
dx

∫ ∞

0

dt e(iω−η)t
⟨[
F (x, t), F (0, 0)

]⟩
0

= −i
∫ ∞

0

dt e(iω−η)t

×
{
− 2

( 1

K11
+

1

K22

)2

D1
i

2π4α2
Im

× exp
[
− 1

2L

N∑
j=1

{ (X1j +X2j)
2

ṽj
+ 4π2ṽj

(
(KX)1j − (KX)2j

)2}
×
∑
q>0

1

q

{
g(ṽjq)

(
2− e−iṽjqt − eiṽjqt

)
+

(
1− e−iṽjqt

)}]
−4D2

1

K2
11

i

2π4α2
Im

× exp
[
−

N∑
j=1

X2
1j

ṽj

1

L

∑
q>0

1

q

{(
2g(ṽjq) + 1

)(
2− e−iṽjqt − eiṽjqt

)
+ e−iṽjqt − eiṽjqt

}]
−4D′

2

1

K2
22

i

2π4α2
Im

× exp
[
−

N∑
j=1

X2
2j

ṽj

1

L

∑
q>0

1

q

{(
2g(ṽjq) + 1

)(
2− e−iṽjqt − eiṽjqt

)
+ e−iṽjqt − eiṽjqt

}]}
(C.5)

ここで、式 (2.16)よりK11 = K33、K22 = K44 であり、式 (2.43)、式 (2.44)より、

N∑
j=1

{ (X1j +X2j)
2

ṽj
+ 4π2ṽj

(
(KX)1j − (KX)2j

)2}

=
N∑
j=1

{ (X3j +X4j)
2

ṽj
+ 4π2ṽj

(
(KX)3j − (KX)4j

)2}
(C.6)

N∑
j=1

X2
1j

ṽj
=

N∑
j=1

X2
3j

ṽj
(C.7)



94 付録 C メモリー関数の計算の詳細

N∑
j=1

X2
2j

ṽj
=

N∑
j=1

X2
4j

ṽj
(C.8)

であることを用いた。また、期待値を取る際に ⟨· · · ⟩imp で表される確率場についての平

均が現れるが、例えば、η(x)η(y)については⟨
η(x)η(y)

⟩
imp

=

∫
DηPηη(x)η(y)∫

DηPη
(C.9)

と表される。η(x)は実数より η(x) = η∗(x)であるので、フーリエ変換 η(x) =
∑

q ηqe
iqx

で与えられる ηq は ηq = η∗−q となり、複素数であることがわかる。ηq を実部と虚部に分

けて ηq = η′q + iη′′q と書くと、複素共役をとって η∗q = η′q − iη′′q → η∗−q = η′−q − iη′′−q →
ηq = η′−q − iη′′−q と書き換えることができる。したがって、η

′
q = η′−q、η

′′
q = −η′′−q の関

係があることがわかる。このことを用いると、確率分布は、

Pη = exp
[
− 1

2D1

∫
dx η2(x)

]
= exp

[
− L

D1

∑
q>0

(η′2q + η′′2q )
]

(C.10)

となる。η′q、η
′′
q は q > 0の範囲のみを考えればよいので η についての経路積分は∫

Dη =

∫ (∏
q>0

dη′qdη
′′
q

)
(C.11)

である。これらを用いると
⟨
η(x)η(y)

⟩
imp
の分母は、

∫
DηPη =

∏
q>0

πD1

L
(C.12)

となる。次に分子は、∫
DηPηη(x)η(y) =

D1

L

∑
q>0

(
eiq(x−y) + e−iq(x−y)

) ∏
q′>0

πD1

L
(C.13)

ここで、 ∫ ∞

−∞
dx e−ax2

=

√
π

a
(C.14)

∫ ∞

−∞
dx x2ne−ax2

=
(2n− 1)!!

2nan

√
π

a
(C.15)



95

を用いた。したがって、⟨
η(x)η(y)

⟩
imp

=
D1

L

∑
q>0

(
eiq(x−y) + e−iq(x−y)

)
= D1δ(x− y) (C.16)

である。次に、 ⟨
ξ(x)ξ∗(y)

⟩
imp

=

∫
DξPξξ(x)ξ

∗(y)∫
DξPξ

(C.17)

について考える。ξ(x) のフーリエ変換 ξ(x) =
∑

q ξqe
iqx で与えられる ξq を実部と虚部

にわけて ξq = ξ′q + iξ′′q と書くと、複素共役をとって ξ∗q = ξ′q − iξ′′q となる。このことを

用いると、η についての平均と同様の計算を行うことで、⟨
ξ(x)ξ∗(y)

⟩
imp

= D2δ(x− y) (C.18)

となる。また、λについても同様に考えて、⟨
λ(x)λ∗(y)

⟩
imp

=

∫
DλPλλ(x)λ

∗(y)∫
DλPλ

= D′
2δ(x− y) (C.19)

となる。次に期待値部分を考える。例えばある関数 f について、⟨[
f(0, t), f(0, 0)

]⟩
= 2iIm

⟨
f(0, t)f(0, 0)

⟩
(C.20)

の関係があることから、交換関係を含む期待値の計算を行うためには、交換関係を含まな

い期待値の計算をすればよいことがわかる。

次に、q の和については、∑
q>0

1

q

{
g(ṽjq)

(
2− e−iṽjqt − eiṽjqt

)
+

(
1− e−iṽjqt

)}
≃ L

2π

{ ∞∑
m=1

log
(
1 +

( t

mβ

)2)
+ log

(
1 +

it

αc

)}
(C.21)

∑
q>0

1

q

{(
2g(ṽjq) + 1

)(
2− e−iṽjqt − eiṽjqt

)
+ e−iṽjqt − eiṽjqt

}
≃ 2

L

2π

{ ∞∑
m=1

log
(
1 +

( t

mβ

)2)
+ log

(
1− it

αc

)}
(C.22)
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となる。ここで、β = 1/T であり、αc = α/v0 で表されるエネルギーカットオフを導入

した。したがって、

⟨F ;F ⟩0ω

= −i
∫ ∞

0

dt e(iω−η)t

×
{
2
( 1

K11
+

1

K22

)2

D1
i

2π4α2

( sinh(πTt)
πTt

)−
∑N

j=1 Yj
( t

αc

)−
∑N

j=1 Yj

sin
(π
2

N∑
j=1

Yj

)

+4D2
1

K2
11

i

2π4α2

( sinh(πTt)
πTt

)−
∑N

j=1 Y
(1)
j

( t

αc

)−
∑N

j=1 Y
(1)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(1)
j

)

+4D′
2

1

K2
22

i

2π4α2

( sinh(πTt)
πTt

)−
∑N

j=1 Y
(2)
j

( t

αc

)−
∑N

j=1 Y
(2)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(2)
j

)}

= 2
( 1

K11
+

1

K22

)2

D1
1

2π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Yj

sin
(π
2

N∑
j=1

Yj

)
2
∑N

j=1 Yj
1

2πT

×B
(π∑N

j=1 YjT − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Yj

)

+4D2
1

K2
11

1

2π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(1)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(1)
j

)
2
∑N

j=1 Y
(1)
j

1

2πT

×B
(π∑N

j=1 Y
(1)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(1)
j

)

+4D′
2

1

K2
22

1

2π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(2)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(2)
j

)
2
∑N

j=1 Y
(2)
j

1

2πT

×B
(π∑N

j=1 Y
(2)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(2)
j

)
(C.23)

が得られる。ここで、

sinh(πx) = πx

∞∏
n=1

(
1 +

x2

n2

)
(C.24)
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であること、極形式で αc → 0とした際に偏角が θ → π/2となることから

(
1 +

it

αc

)− 1
4π

∑N
j=1

{
(X1j+X2j)

2

ṽj
+4π2ṽj

(
(KX)1j−(KX)2j

)2}

=
( t

αc

)− 1
4π

∑N
j=1

{
(X1j+X2j)

2

ṽj
+4π2ṽj

(
(KX)1j−(KX)2j

)2}

×e
− i

8

∑N
j=1

{
(X1j+X2j)

2

ṽj
+4π2ṽj

(
(KX)1j−(KX)2j

)2}
(C.25)

(
1− it

αc

)−
∑N

j=1

X2
1j

πṽj

=
( t

αc

)−
∑N

j=1

X2
1j

πṽj
e
−i

∑N
j=1

X2
1j

2ṽj (C.26)

であることを用いた。さらに、

Yj =
1

2

{ (X1j +X2j)
2

2πṽj
+ 2πṽj

(
(KX)1j − (KX)2j

)2}
(C.27)

Y
(1)
j =

X2
1j

πṽj
(C.28)

Y
(2)
j =

X2
2j

πṽj
(C.29)

とおいた。さらに最後の変形では、∫ ∞

0

dt eiωt
(
sinh(πTt)

)−Y

= 2Y
1

2πT
B
(πY T − iω

2πT
, 1− Y

)
(C.30)

の関係を用いた。

以上のことから、バンド構造 Iの場合、メモリー関数の分子に現れる ⟨F ;F ⟩0ω−⟨F ;F ⟩0ω=0
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は

⟨F ;F ⟩0ω − ⟨F ;F ⟩0ω=0

=
( 1

K11
+

1

K22

)2 D1

π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Yj

sin
(π
2

N∑
j=1

Yj

)
2
∑N

j=1 Yj
1

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 YjT − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Yj

)
−B

( N∑
j=1

Yj
2
, 1−

N∑
j=1

Yj

)]

+
2

K2
11

D2

π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(1)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(1)
j

)
2
∑N

j=1 Y
(1)
j

1

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 Y
(1)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(1)
j

)
−B

(∑N
j=1 Y

(1)
j

2
, 1−

N∑
j=1

Y
(1)
j

)]

+
2

K2
22

D′
2

π4α2

( 1

παcT

)−
∑N

j=1 Y
(2)
j

sin
(π
2

N∑
j=1

Y
(2)
j

)
2
∑N

j=1 Y
(2)
j

1

2πT

×
[
B
(π∑N

j=1 Y
(2)
j T − iω

2πT
, 1−

N∑
j=1

Y
(2)
j

)
−B

(∑N
j=1 Y

(2)
j

2
, 1−

N∑
j=1

Y
(2)
j

)]
(C.31)

となる。
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一方、バンド構造 IIについては、同様の詳細な計算を行うと

F

=
( 1

K11
+

1

K22

)
η(x)

∑
p

p
ηp1η−p2

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X1j′ +X2j′)Θj′(x, t) + p

(
(KX)1j′ − (KX)2j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K11
+

1

K22

)
η(x)

∑
p

p
ηp2η−p1

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X2j′ +X1j′)Θj′(x, t)− p

(
(KX)1j′ − (KX)2j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K11
+

1

K33

)
η(x)

∑
p

p
ηp1η−p3

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X1j′ +X3j′)Θj′(x, t) + p

(
(KX)1j′ − (KX)3j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K11
+

1

K33

)
η(x)

∑
p

p
ηp3η−p1

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X3j′ +X1j′)Θj′(x, t)− p

(
(KX)1j′ − (KX)3j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K44
+

1

K55

)
η(x)

∑
p

p
ηp4η−p5

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X4j′ +X5j′)Θj′(x, t) + p

(
(KX)4j′ − (KX)5j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K44
+

1

K55

)
η(x)

∑
p

p
ηp5η−p4

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X5j′ +X4j′)Θj′(x, t)− p

(
(KX)4j′ − (KX)5j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K44
+

1

K66

)
η(x)

∑
p

p
ηp4η−p6

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X4j′ +X6j′)Θj′(x, t) + p

(
(KX)4j′ − (KX)6j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K44
+

1

K66

)
η(x)

∑
p

p
ηp6η−p4

4π2α

× exp
[
− i

p√
2

N∑
j′=1

(
(X6j′ +X4j′)Θj′(x, t)− p

(
(KX)4j′ − (KX)6j′

)
Φj′(x, t)

)]
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+
1

K11
ξ(x)

η+,1η−,1

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X1j′Θj′(x, t)
]

+
1

K44
ξ(x)

η+,4η−,4

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X4j′Θj′(x, t)
]

− 1

K11
ξ∗(x)

η−,1η+,1

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X1j′Θj′(x, t)
]

− 1

K44
ξ∗(x)

η−,4η+,4

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X4j′Θj′(x, t)
]

+
1

K22
λ(x)

η+,2η−,2

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X2j′Θj′(x, t)
]

+
1

K33
λ(x)

η+,3η−,3

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X3j′Θj′(x, t)
]

+
( 1

K22
+

1

K33

)
λ(x)

η+2η−3

4π2α

× exp
[
− i

1√
2

N∑
j′=1

(
(X2j′ +X3j′)Θj′(x, t) +

(
(KX)2j′ − (KX)3j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K22
+

1

K33

)
λ(x)

η+3η−2

4π2α

× exp
[
− i

1√
2

N∑
j′=1

(
(X3j′ +X2j′)Θj′(x, t)−

(
(KX)2j′ − (KX)3j′

)
Φj′(x, t)

)]

+
1

K55
λ(x)

η+,5η−,5

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X5j′Θj′(x, t)
]

+
1

K66
λ(x)

η+,6η−,6

2π2α
exp

[
− i

√
2

N∑
j′=1

X6j′Θj′(x, t)
]

+
( 1

K55
+

1

K66

)
λ(x)

η+5η−6

4π2α

× exp
[
− i

1√
2

N∑
j′=1

(
(X5j′ +X6j′)Θj′(x, t) +

(
(KX)5j′ − (KX)6j′

)
Φj′(x, t)

)]
+
( 1

K55
+

1

K66

)
λ(x)

η+6η−5

4π2α

× exp
[
− i

1√
2

N∑
j′=1

(
(X6j′ +X5j′)Θj′(x, t)−

(
(KX)5j′ − (KX)6j′

)
Φj′(x, t)

)]
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− 1

K22
λ∗(x)

η−,2η+,2

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X2j′Θj′(x, t)
]

− 1

K33
λ∗(x)

η−,3η+,3

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X3j′Θj′(x, t)
]

−
( 1

K22
+

1

K33

)
λ∗(x)

η−3η+2

4π2α

× exp
[
i
1√
2

N∑
j′=1

(
(X2j′ +X3j′)Θj′(x, t) +

(
(KX)2j′ − (KX)3j′

)
Φj′(x, t)

)]
−
( 1

K22
+

1

K33

)
λ∗(x)

η−2η+3

4π2α

× exp
[
i
1√
2

N∑
j′=1

(
(X3j′ +X2j′)Θj′(x, t)−

(
(KX)2j′ − (KX)3j′

)
Φj′(x, t)

)]

− 1

K55
λ∗(x)

η−,5η+,5

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X5j′Θj′(x, t)
]

− 1

K66
λ∗(x)

η−,6η+,6

2π2α
exp

[
i
√
2

N∑
j′=1

X6j′Θj′(x, t)
]

−
( 1

K55
+

1

K66

)
λ∗(x)

η−6η+5

4π2α

× exp
[
i
1√
2

N∑
j′=1

(
(X5j′ +X6j′)Θj′(x, t) +

(
(KX)5j′ − (KX)6j′

)
Φj′(x, t)

)]
−
( 1

K55
+

1

K66

)
λ∗(x)

η−5η+6

4π2α

× exp
[
i
1√
2

N∑
j′=1

(
(X6j′ +X5j′)Θj′(x, t)−

(
(KX)5j′ − (KX)6j′

)
Φj′(x, t)

)]
(C.32)
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であり、これを用いて、

⟨F ;F ⟩0ω

=
( 1

K11
+

1

K22

)2 4D1

2π4α2

( 1

παcT
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j
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Y
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j
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j

2πT
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(12)
j T − iω

2πT
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N∑
j=1

Y
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j
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+4D2
1
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11

1

2π4α2

( 1
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j
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2
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Y
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j
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1
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( 1
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Y
(2)
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( 1
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(C.33)

となる。ここで、

Y
(12)
j =

1

2

{ (X1j +X2j)
2

2πṽj
+ 2πṽj

(
(KX)1j − (KX)2j

)2}
(C.34)

Y
(23)
j =

1

2

{ (X2j +X3j)
2

2πṽj
+ 2πṽj

(
(KX)2j − (KX)3j

)2}
(C.35)

Y
(1)
j =

X2
1j

πṽj
(C.36)

Y
(2)
j =

X2
2j

πṽj
(C.37)

とおいた。以上のことから、バンド構造 IIの場合、メモリー関数の分子に現れる ⟨F ;F ⟩0ω−
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⟨F ;F ⟩0ω=0 は

⟨F ;F ⟩0ω − ⟨F ;F ⟩0ω=0
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(C.38)

となる。
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