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1 導入
感染症の拡大は現代社会において深刻な問題の一つとなっている。感染症の効果的な対策立案の

ためには、感染症拡大のメカニズムを正しく理解する必要があり、そのためには、感染を引き起こ
す生物学的な要因の解明といった実証的な研究にとどまらず、感染拡大に関する理論的な研究、す
なわち数理的アプローチが欠かせない。理論的な視点から感染症の拡大を研究する分野に数理疫学
Mathematical Epidemiology がある。数理疫学では、感染の発症段階に応じて注目する個体群をい
くつかの小集団に分割し、各小集団の個体群動態を力学系として記述する方法が用いられる [1]。
古典的な数理疫学モデルに SIRモデルがある [2]。SIRモデルは免疫をもたらす感染症の動態を

記述する古典モデルであり、個体群を感受性人口 (Susceptible)、感染人口 (Infectious)、隔離人口
(Recovered)の 3つの小集団に分割し、各集団の動態を下記の力学系として記述する。

dS

dt
= −βSI (1)

dI

dt
= βSI − γI (2)

dR

dt
= γI (3)

ここで、S, I, Rは、それぞれ感受性人口、感染人口、隔離人口の集団サイズである。このモデルで
は、感受性人口と感染人口が集団サイズの積に比例して接触することで感染が起こることを仮定し
ており、パラメータ βは感染率、γは回復率を表す。個体の出生・死亡は無視されており、総個体数
N = S + I +Rが一定に保たれるモデルである。
KermackとMcKendrickは SIRモデルの解析から、感染症が個体群の中で拡大する（流行する）

ためにはある一定の条件が満たされることが必要であることを明らかにした [2]。即ち、少数の感染
個体が個体群に侵入したときの 2次感染者数として定義される基本再生算数 R0 = Nβ/γ にかんし
て、R0 > 1を満たすときに感染症が拡大するという結果である。これらの数理的解析に基づき、感
染症流行の条件についての理論的考察を発展させた。
免疫をもたらさない感染症を記述する古典的モデルとして SISモデルがある。感染個体は回復後

に S へ戻るモデルであり

dS

dt
= −βSI + γI (4)

dI

dt
= βSI − γI (5)

で与えられる。このモデルにおいても総個体数N = S + I は一定に保たれるため、本質的には 1変
数のモデルであり、R0 = Nβ/γ > 1が満たされるときに感染症が I∗ = (R0 − 1)γ/β > 0と集団中
に固定することになる。
SIRモデルをはじめとして、その他関連して導出されるモデル [3][4][5][6]はすべて集団サイズを非

負の実数値としての連続量と見なし、各集団サイズの動態を微分方程式で記述するモデルである。
これらの微分方程式を用いた力学系モデルは、個体群における各個体の個体性を考慮していない。

ここでいう個体性とは生物個体の離散性であり、具体的には集団サイズが非負の整数値としての離散
状態として表される個体数を表すものである。微分方程式に基づく数理疫学モデルは、感受性人口、
感染人口などの集団サイズが非負の整数値として確率的に変化する確率論的個体群動態モデルとし
て拡張可能である [7][8][9][10][11]。離散量の集団サイズが与えられた確率過程に従って確率的に状態
遷移するモデルである。集団サイズが離散量で記述されるこれらのモデルでは、感染症の消滅は有限
時間で起こりえて、人口学的確率性が感染人口が小さな感染症拡大の初期段階において重要な枠割り
を果たす。
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各集団の集団サイズのみに注目するモデルは、集団サイズが連続量であれ離散量であれ、各集団
に含まれる個体の年齢、感染履歴、位置情報といった多様な構造を持つモデルに拡張が可能である。
これにより、より現実に即した理論的考察を行うことができると期待される。本研究では、集団が持
ちうる構造の中でも生物学的に最も基本的な構造である “空間構造”に注目する。ここで言う空間構
造とは各生物個体の空間分布を意味する。多くの生物集団は 2次元平面上に分布し、生態学における
競争、捕食あるいは感染症の感染といった様々な相互作用の多くは空間局所的に生じる事が空間生態
学において既に広く知られた知見である [12][13]。
空間構造を陽に考慮する空間個体群動態の先行研究は、空間上の局所的な相互作用に基づく振る舞

いは空間構造を考慮しない平均場近似モデルとは大きく異なりうることを示している [12][13]。すな
わち、空間的に局所的な相互作用が空間非均一な空間分布をもたらし、これが局所的な相互作用をさ
らに強固にすることで、特徴的な空間分布パターンを示しうる可能性である。感染症は感受性個体が
感染個体と何らかの接触を持つことによって伝播することから、空間的に局所的な個体間相互作用を
考慮することはきわめて自然である。集団サイズのみに注目する空間構造を持たないモデルを空間
構造を陽に考慮するモデルに拡張する方法にはいくつかある。
まず最初に、偏微分方程式を用いた反応拡散方程式に基づく手法が挙げられる。この手法では、

様々な感染状態にある個体が連続空間上に連続的に分布しており、各個体がランダム拡散によって空
間上を拡がることを仮定してモデルを構築する。拡散過程に基づいて無限数の微小な粒子が連続空
間上に分散するようなランダムな分散を仮定した空間構造個体群モデルを構築する手法であり、具体
的には、2次元空間上の場所 (x, y)における感受性人口 S(t, x, y)、感染人口 I(t, x, y)などを下記の
偏微分方程式で記述するアプローチである。

∂S

∂t
= −βSI + γI +DS

(
∂2S

∂x2
+

∂2S

∂y2

)
(6)

∂I

∂t
= βSI − γI +DI

(
∂2I

∂x2
+

∂2I

∂y2

)
(7)

ここで式 6、7の右辺第 3項は拡散項を表す。拡散係数DS とDI はそれぞれ S と I の空間上の拡
散を定める係数であり、感染過程における経路や病原体の振る舞いに応じて定義される。偏微分方程
式はある程度解析的に取り扱うことが可能であり、局所的な感染を考慮したダイナミクスによって形
成される空間的なパターンについて数学的な知見を得る上で非常に有効なモデルである [14][15][16]。
しかしこの手法は空間上に連続的に分布している個体群における感染伝播を記述しており、上で触れ
た生物個体の個体性は完全に無視されている [17]。
個体性を陽に維持しつつ空間上の局所的な相互作用を取り扱うアプローチとして格子モデルがあ

る。各個体が一定値 zの個体と隣接する格子空間 (2次元正方格子空間の場合 z = 4)を想定し、各個
体が自身の状態と隣接する個体の状態に応じて確率的に遷移するモデルである（図 1）。

[図 1 about here.]

SISモデルを格子空間に拡張したモデルでは、各格子は S または I の離散状態をとり、状態が S

である格子は状態が I である隣接する格子数に比例した率で感染して I となり、状態が I である格
子は一定の治癒率で S に戻ることを仮定する。この確率過程は容易にシミュレーションが可能であ
り、初期条件やパラメータの値に応じて様々な空間パターンを形成する。
この確率過程は、隣接する 2点のペアと 1点の状態に着目した “ペア近似”と呼ばれる数理的手

法 [18][19]により数理的に取り扱うことが可能であり、シミュレーションで得られる空間パターン
動態を解析的に取り扱う一般的な手法として確立している。格子モデルは、感染や回復といった隣
接個体との局所的な相互作用を機械論的に記述できる点において直感的に自然であり興味深い。実
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際に自然界で見られる複雑な空間構造の簡単化として様々な空間構造個体群動態に応用されている
[19][20][21][22][23][24][25]。
しかしながら、格子モデルは自然界には見られないきわめて人工的な格子空間を想定することと、

隣接個体のみとの相互作用を仮定する点で、現実系における空間個体群動態とは大きな乖離があると
思われる。
生物集団の空間分布をより自然かつ完全に記述する方法に “点パターン”がある。生物個体を連続

空間上の点と見なし、点の集合としての点パターンを用いて生物集団の空間分布を記述する方法で
ある。各点は注目する空間上の座標を保持しており、2次元空間の場合 x、y座標を持つことになる。
GPSなどの昨今の IT技術の発展により、各個体の空間上の座標を正確に得ることが可能になりつつ
ある。生物集団の空間分布を格子状に区切った格子空間で表現する必要性は薄れ、各個体を点と見な
した点パターンとして直に取り扱うことが可能となっている。
感染症にかんしては、各点に感染症状によって特徴づけられる状態（S や I など）を割り当てて、

各点の状態が自身を囲む他点の状態に依存して変化する点過程（点パターン動態）を考えることに
よって、疫学モデルを点パターン動態として記述することが可能となる。
点パターン動態として空間構造を考慮した数理疫学モデルの先駆け的研究に Bolkerによる研究が

ある [26]。Bolkerは、SIモデル、SIRモデルを確率論的点パターン動態として拡張し、確率論的点
パターン動態における空間平均密度と空間相関を解析的に記述したモーメント方程式を導出した。
Bolkerと Brownはさらにこれらのモデルを拡張し、感染閾値における感染症の分散とホスト個体群
密度の効果について解析した [27]。Parhamらは、SEIRモデルの確率論的な点パターンダイナミク
スを調べるための解析モデルを導出している [28]。どちらのモデルも点パターンにおける各点と 2つ
の点のペアに着目したものである。点パターンにおけるペアは格子モデルにおけるペア近似に対応
している。点パターンにおける隣接の定義は容易ではないが個体間の距離に依存した局所的な相互
作用を考慮したモデルを導出することができる。
本論文は、古典的 SISモデルを 2次元連続空間における確率論的な点パターン動態に拡張して解

析するものである。各点は感受性状態 S もしくは感染状態 I のどちらかの状態をとり、感染は感染
個体からの距離に依存する感染率に応じて起こり、感染個体は一定の率で回復して感受性個体となる
ことを仮定する。
Keelingら [29]は、2個体間の相互作用に注目した相関モデル Correlation model を導出し、空間構

造をより一般化したネットワーク空間上の感染動態の解析を行っている。彼らのアプローチでは、SIS
モデルは Sと Iの個体密度 [S]と [I]、2個体から成る S-S、S-I、I-Iのペア密度 [SS]、[SI](= [IS])、
[II]の動態として以下の力学系として記述される。

d

dt
[S] = −β[SI] + γ[I] (8)

d

dt
[I] = β[SI]− γ[S] (9)

d

dt
[SS] = 2γ[SI]− 2β[SSI] (10)

d

dt
[SI] = γ[II] + β[SS]− γ[SI]− β[SII] (11)

d

dt
[II] = 2β[SI] + β[SII] + β[ISI]− 2γ[II] (12)

個体密度 [S]の動態にはペア密度 [SI]が関係し、ペア密度 [SS]の動態には 3個体から成るトリプ
レット密度 [SSI]が関係することに注意。Keelingらは注目するネットワーク構造に応じてトリプ
レット密度を個体密度とペア密度の組み合わせで近似することで相関モデルを数値的に解き、ネット
ワーク空間上の感染症動態に関する解析を行っている。
個体同士のつながりをネットワークとして記述するアプローチは個体の空間分布を考慮する本研
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究のアプローチを包含するものであるが、数理疫学モデリングの分野ではネットワーク上の感染動態
の解析に注目が集まり、空間構造（1次元、2次元など）を陽に取り扱う研究が見過ごされてきた感
がある。この意味で、本研究で取り組むモデルは、Keelingらによる相関モデルを 2次元空間上の構
造に限定したモデルといえる。
2次元空間上の点パターン動態を取り扱う Bolkerら [26]や Brown[27]、Parhamら [28]らの手法

は、本質的にはKeelingらが提唱した相関モデルの手法と同等である。しかし、これらの空間構造を
明示的に取り扱う先行研究は、導出した力学系モデルの時間発展を数値的に解き、点パターン動態の
シミュレーションで得られる時間発展との比較に重点が置かれており、力学系モデルの平衡状態に関
する解析は十分ではないと思われる。
本論文では、まず最初に確率論的点パターン動態を数値的にシミュレーションする。そして、シ

ミュレーション結果を解析的に記述する力学モデルを導出し、力学モデルの平衡状態を解析的に導い
てシミュレーション結果と比較する、平衡状態に重点を置いた解析に取り組む。解析的に導出した平
衡状態とシミュレーション結果を比較した結果、ある条件が満たされる場合に解析的に導出した平衡
状態はシミュレーション結果をうまく説明できることが明らかになった。しかし、平衡解がシミュ
レーション結果を説明できない場合があり、その不一致について議論する。

2 点パターンシミュレーションのアルゴリズム
本節では導入部で説明した古典的 SISモデルを点パターン SISモデルとして拡張する。
まず、n個体から構成される個体群を考える。一般性を失うこと無く、これらの個体が 2次元連

続空間 Ω = [0, 1)× [0, 1) ⊂ R2 上に配置されている状況を考える。各点 i (i = 1, 2, · · · , n)の座標を
xi ∈ Ωとすると、点パターン p(x)を得る。p(x)はディラック・デルタ関数 δ(x)を用いると

p(x) =

n∑
i=1

δxi
(x) (13)

と記述できる。δxi
(x) = δ(x− xi)である。

本研究では、各点 xi は移動せず、総数 nも一定であるとする。また境界による影響を除くため、
空間 Ωはトーラスであるとする。閉曲面トーラス空間上に配置することから空間の境界による点同
士の位置関係の不均一性は生じない。
点パターン p(x)の空間配置は rを 2点間の距離とするとペア相関関数 g(r)を用いて定量的に記述

することができる [30]。ペア相関関数は本質的には 2点から成るペアの距離分布を表しており、点パ
ターンの定量化で用いられる最も基本的な関数である。n点から構成される点パターンのペア相関関
数 g(r)は以下のように定義される。
全てのペアについてペア距離 rを計算し、n(n− 1)/2個のペア距離を区間幅∆rでサンプリングす

る。具体的には、i∆r < r < (i+ 1)∆rを満たすペア頻度#(i)を求め、点の総数 nならびに区画幅
∆rを用いて以下のように定義される。

g(ri) =
#(i)

2πri∆rn(n− 1)

ここで、ri = ∆r/2 + i∆r (i = 0, 1, 2, · · · )であり、r ≪ 1で g(r) ≈ 1であれば点パターンは完全ラ
ンダム CSR (Complete Spatial Randomness)つまり、各点は他点と独立に位置する、空間構造を持
たない点パターンであることが示唆される。r ≪ 1で g(r) > 1であれば、ある点の近傍により多く
の点が存在する集中分布となり、逆に r ≪ 1で g(r) < 1であればある点の近傍に他点がより少なく
存在する過分散分布となる。ペア相関関数の関数型が点パターンの空間分布に関する定量化となる。
本論文では、様々な空間分布を示す点パターンに対応するため、g(r) = 1 + aexp[−br]に従うペ

ア相関関数をもつ点パターンを生成して用いる。パラメータ aの符号によって分布の種類が定まり、
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a = 0の時、CSR分布、a > 0の時、集中分布、a < 0の時、過分散分布である。b > 0は空間相関ス
ケールを定めるパラメータである。Metropolis-Hasting algorithm [31]を用いることによって、任意
の g(r)に従う点パターン p(x)を生成することができる。図 2と図 3に、このアルゴリズムに従って
生成した CSR、集中分布、過分散分布の 3つの点パターンとそれに対応するペア相関関数を示す。

[図 2 about here.]

[図 3 about here.]

次に、生成した点パターン p(x)について、各点の状態変化に関する仮定について説明する。各点
は S または I どちらかの状態をとり、各点の状態は下記で定義する感染率 Ri(S → I)ならびに回復
率 Ri(I → S)に応じて遷移すると仮定する。
点 iが S である時、感染率 Ri(S → I)は I である点からの感染力 β の総和

Ri(S → I) =
∑
j∈I

β(| − ξij |) (14)

で与える。ここで、ξij = xj − xiは点 iから点 jへ向かうベクトルであり、|ξij |はトーラス上の距離
である（図 4）。

[図 4 about here.]

感染力は β(|ξ|) = β0k(|ξ|)として表され、β0は感染の強さの指標となる総感染力である。k(|ξ|)は
感染個体 I から感染因子がどの程度周囲に散布されるかを表す感染カーネルであり、距離の関数で
決まると仮定する。感染カーネルは∫

Ω

k(|ξ|)dξ =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

k(r)rdrdθ = 1

と正規化されているとする。
状態 I である点からの感染因子の拡がり方は病気の種類や感染経路によって異なる [32][33]。本論

文では距離 r = |ξ|の関数として 3つの感染カーネル

k(r) =
1

2πσ2
I

exp

[
− r2

2σ2
I

]
(15)

k(r) =

{
1

4πσ2
I

r ≤ 2σI

0 r > 2σI

(16)

k(r) =
1

πσ2
I

exp

[
−
√
2

σI
r

]
(17)

を考える（図 5）。

[図 5 about here.]

ガウス分布に従う感染カーネル (式 15)は感染因子がランダム拡散過程に従って飛散し、パラメー
タ σI > 0によって拡散が制御されることを仮定している。ステップ関数に従う感染カーネル (式 16)

は半径 2σI の円内では一定の感染力をもつとし、円の外では 0となることを仮定している。ガウス
分布よりも急激に感染率が小さくなる代表例としてステップ関数としての感染カーネルを考える。式
(17)は指数関数に従う感染カーネルで、感染率が距離に従って指数的に減衰し、感染がガウス分布
よりも遠くまで及ぶことを仮定している。
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これら 3つのカーネルは互いに同じ感染範囲をもつように正規化されている事に注意。すなわち、
下記で定義される同一の有効感染範囲 (Effective area of the kernel)を持つ [34][26]。

A =

(∫
Ω

[k(|ξ|)]2dξ
)−1

= 4πσ2
I (18)

つまり、3つの感染カーネルにおいて、感染が及ぶ距離の目安は 2σI である。以後 2σI を感染範囲と
呼ぶことにする。
次に、I から S への回復率 Ri(I → S)は

Ri(I → S) = γ (19)

に従って起こるとする。γは定数値であり、感染個体 I の位置や、周囲にどの状態の個体が存在する
かに依存せずに一定の率で感染症が回復することを仮定している。
以上、感受性個体 Sが周囲の感染個体 I からの感染によって I へと状態変化する率、ならびに感染

個体 I が感受性個体 S に戻る率を定義した。各点は、感染率 Ri(S → I)ならびに回復率 Ri(I → S)

に従って、過去によらず現在の状態のみによってマルコフ的に変化すると考える。ここで定義した連
続時間上で起こる離散的な確率過程（各点の感染もしくは回復）は Gillespie algorithmを用いて実
装することができる [35]。
具体的には以下の手順に従って次のイベントが発生するまでの待ち時間を計算し、イベント（ある

S 個体が感染して I となる、もしくはある個体 I が回復して S となる）を決定する。

1. 待ち時間 ∆t の計算：各個体がもつ感染率もしくは回復率の合計 R =
∑

i∈S Ri(S → I) +∑
i∈I Ri(I → S)を計算し、待ち時間∆tをパラメータ Rの指数分布に従う乱数として計算す

る（∆t = Exp(R)、ここで Exp(R)はパラメータ Rの指数分布に従う確率変数）。時刻を ∆t

だけ進めた後に、次のイベントの決定を行う。

2. イベントの決定：一様乱数 E = RU [0, 1)を計算し、E に対応する個体のイベント（感染また
は回復）を実施する（図 6）。ここで U [0, 1)は 0から 1の一様乱数。

[図 6 about here.]

3. 上の 2つの手順を繰り返す。

Gillespie algorithmにより、点パターン p(x)の各点の空間分布自身は不変であるが、各点の状態、
Sまたは I、は確率的に遷移するため、初期状態としてある数の I を導入すれば、状態を含めた点パ
ターンは動的に変化してゆく。以上が確率論的点パターン動態のシミュレーション方法である。
点パターンについて、S と I の個体数（もしくは S と I の比率）は点パターンの一次構造と呼ば

れ、点パターン中でどの程度 S もしくは I が存在するかを表す最も基本的な定量情報となる。しか
し 1次構造のみでは、点パターン p(x)における Sと I の空間分布を定量的に記述することは出来な
い。そこで点パターンの 2次構造に注目する必要がある。2次構造は S と I の空間分布を定量化す
るものであり、具体的にはある S 個体の近傍にどの程度 S 個体もしくは I 個体が存在するかを表す
情報となる。2次構造は、2点からなるペアに注目するもので、ペア相関関数やペア間距離の関数と
してのペア密度分布よって記述することが可能である [36][37][38][39][30]。
点パターン SISモデルにおいては、各点は S または I の状態を取るので、点 i, j(̸= i)から成るペ

アは、S-S、S-I、I-S、I-I 型の 4種通りの組み合わせがある。 各状態のペアに対して、ペア間距離
rの関数としての相対ペア相関関数 gSS(r), gSI(r) = gIS(r), gII(r)を定義して用いる。
一例として S-S ペアの相対ペア相関関数 gSS(r)を次のように定義する。すべての S-S ペアにか

んしてペア距離 rを計算する。ペア距離 rは区画幅∆r毎に頻度を計算し、i∆r < r < (i+ 1)∆rを
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みたすペア距離 rを持つペアの数を#SS(i)とする (i = 0, 1, 2, · · · )。相対ペア相関関数は

gSS(ri) =
#SS(i)

2πrin(n− 1)∆r
(20)

として定義する。ここで ri = i∆r+∆r/2とする。その他の gSI(ri), gIS(ri), gII(ri)についても同様
である。これは先に述べたペア相関関数 g(r)と対応していて、相対ペア相関関数 gSS(ri), gSI(ri) =

gIS(ri), gII(ri)は、それぞれペア S-S、S-I (I-S)、I-I の空間分布を定量化している。
例えば、点パターンにおいて S と I が互いに独立して分布している場合（空間的な相関が無い場

合）、ペア S-I のペア相関関数 gSI(r)はペア距離 rに依存しない定数、空間全体での S の頻度平均
⟨PS⟩と I の頻度平均 ⟨PI⟩の積、に等しい。他方でペア間距離の短いペアの頻度が多くなる集中分布
の場合には、ri ≪ 1の時 gSI(ri) > ⟨PS⟩⟨PI⟩となる。逆に、ペア間距離が短いペアの頻度が少ない
ような過分散分布の場合には、ri ≪ 1の時 gSI(ri) < ⟨PS⟩⟨PI⟩となる。相対ペア相関関数の関数型
によって S と I の 2次構造を定量化することが可能となる。

3 力学系モデルの導出
本節では 2節において記述した確率論的 SIS点過程モデルについての数理的解析を行うための力
学系モデルを導出する。点過程における各点の状態遷移、2点から構成される各ペアの状態遷移（さ
らに 3点から構成される各トリプレット Triplet、· · ·）は、マスター方程式を用いて階層的に記述で
きる [40][41]。このアプローチは、ネットワーク空間を含む空間上での感染個体 I の拡がりを点（S

と I）の空間平均（平均場近似に相当）とペア（S-S、S-I、I-S、 I-I）の空間分散・共分散を用い
て記述する相関モデル [27][29][42][43] と本質的には同等である。
点 iが時刻 tに状態 S または I である確率をそれぞれ PiS(t)、 PiI(t)とする (PiS(t) + PiI(t) = 1

for i = 1, 2, · · · , n)。これらの確率を以後、シングレット確率と呼ぶことにする。また任意の異なる
2点から構成されるペア i-j (j ̸= i) が時刻 tに状態 S-S、S-I、I-S、I-I をとる確率をそれぞれ、
PijSS(t), PijSI(t), PijIS(t), PijII(t)で表す (PijSS(t) + PijSI(t) + PijIS(t) + PijII(t) = 1)。これら
の確率を以後ペア確率と呼ぶことにする。
各点は S または I どちらかの状態をとる (PiS + PiI = 1)ことから、ここではシングレット確率

PiS の力学系を導出する [40][41]。状態 S にある点 iの状態変化は、I 状態の他点からの感染もしく
は状態 I からの回復によることから、PiS の力学系として次式を得る。

d

dt
PiS = −

∑
j ̸=i

β(| − ξij |)PijSI + γPiI (21)

右辺第 1項は状態 Sから I への遷移を表す項であり、注目する点 iが状態 Sにあり、かつ、他の点 j

が I であるペア確率 PijSI が含まれる。ここでは、全ての j ̸= iからの感染によって点 iが S から I

に遷移すると考え、感染力の総和で与える。右辺第 2項は状態 I である点 iが率 γ で S に遷移する
ことを表す。
点の総数 nは一定に保たれることから、シングレット確率の期待値として

⟨PS⟩ =
1

n

n∑
i=1

PiS (22)

に注目する。いわゆる平均場近似に相当する量であり、点パターン上での状態 S にある点の割合を
表す。式 21から S の平均場近似 ⟨PS⟩の力学系モデル

d

dt
⟨PS⟩ = − 1

n

n∑
i=1

∑
j ̸=i

β(| − ξij |)PijSI + γ⟨PI⟩ (23)
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を得る。ここでペア確率 PijSI にかんしては、すべてのペアの総和をとる
∑n

i=1

∑
j ̸=i ことに注意。

次に、ペア確率の力学系についても、4つのペアの状態遷移を考慮することで、以下の力学系を導
出することが出来る [40][41]。

d

dt
PijSS = γPijSI + γPijIS

−
∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)PijkSSI −
∑
k ̸=i,j

β(| − ξjk|)PijkSSI

(24)

d

dt
PijSI =γPijII − γPijSI − β(| − ξij |)PijSI

−
∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)PijkSII +
∑
k ̸=i,j

β(| − ξjk|)PijkSSI

(25)

d

dt
PijIS =γPijII − γPijIS − β(|ξij |)PijIS

+
∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)PijkSSI −
∑
k ̸=i,j

β(| − ξjk|)PijkISI

(26)

d

dt
PijII =− 2γPijII + β(| − ξij |)PijSI + β(|ξij |)PijIS

+
∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)PijkSII +
∑
k ̸=i,j

β(| − ξjk|)PijkISI

(27)

これらのペア確率に関する力学系は、点Sと I、ペアS-S、S-I、I-S、I-Iの状態遷移 (S → I, I → S)

による生成・消失を考慮することからも導くことが出来る（図 7）。

[図 7 about here.]

具体例として、ペア確率 PijSS の力学系モデル (式 24)の導出について説明する。右辺第 1項、第
2項は、それぞれ S-I、I-S ペアに含まれる点 I が率 γ で S に遷移しペア S-S となることを表して
いる。また第 3項、第 4項は、S-S である i-j ペアの iまたは j が第 3者である状態 I の点 k ̸= i, j

からの感染によって I へ遷移し、ペア S-I 、I-S となることを表している。
これらのペア確率の動態には異なる 3点から構成されるトリプレットがある状態にある確率（トリ
プレット確率）PijkSSI ,、PijkSII 、PijkISI が含まれていることに注意。これはペア確率と同様に異
なる 3点 i, j, kが時刻 tにそれぞれ状態 S-S-I、 S-I-I、I-S-I である確率である。
ここで、以下の対称性を仮定すると、∑

k ̸=i,j

β(| − ξik|)PijkSSI =
∑
k ̸=i,j

β(| − ξjk|)PijkSSI (28)

∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)PijkSII =
∑
k ̸=i,j

β(| − ξjk|)PijkISI (29)

式 24から式 27は 2種類のトリプレット確率 PijkSSI、PijkSII で表すことができる。
以上のように、1次構造と 2次構造に関する力学系モデルはより高次の 3次構造に依存し、閉じた
形で導くことは出来ない。1次構造と 2次構造の解を陽に得るためには 3次構造を 1次または 2次構
造を用いて近似的に記述する必要がある。近似方法はモーメントクロージャ法と呼ばれ様々な方法
が開発されている [42][40][41][44][45][46][47]。
本研究では、シングレット確率の平均場近似値とペア確率を用いてトリプレット確率を以下の式を
用いて近似するクロージャーを採用する [48][49]。

PijkSSI =
PijSSPikSI

⟨PS⟩
(30)

PijkSII =
PijSIPikSI

⟨PS⟩
(31)
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このクロージャーを用いると、平衡状態における点パターンダイナミクスの 1次、2次構造を解析的
に導出することが可能となる。

4 平衡解の解析的導出
本節では、3節で導出したシングレット確率の空間平均（平均場近似値）とペア確率の平衡状態

(⟨P ∗
S⟩, ⟨P ∗

I ⟩, P ∗
ijSS , P

∗
ijSI、P ∗

ijIS、P ∗
ijII)を解析的に導出する。

シングレット確率の空間平均の平衡解 ⟨P ∗
I ⟩は、式 23の左辺を 0とすることで得られる式

γ⟨P ∗
I ⟩ =

1

n

n∑
i=1

∑
j ̸=i

β(| − ξij |)P ∗
ijSI (32)

から求められる。
以下では表記のため、平衡解と空間平均を表す記号 “*”, “⟨⟩”を省略し、シングレット確率の空間

平均を PS と PI、ペア確率は PijSS、PijSI = PijIS、PijII としてそれぞれの平衡状態を表すことに
する。
ペア確率の時間微分をゼロとすることで、ベクトル ξij で与えられるペア i-j のペア確率の平衡状

態を求める。式 24 から式 27のペアダイナミクスの式においてトリプレットの対称性を考慮し、ク
ロージャー（式 30と式 31）を用いることで、

0 = γPijSI + γPijIS − 2
∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)
PijSSPikSI

PS
(33)

0 = γPijII − γPijSI − β(| − ξij |)PijSI

−
∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)
PijSIPikSI

PS
+

∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)
PijSSPikSI

PS

(34)

0 = γPijII − γPijIS − β(|ξij |)PijIS

+
∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)
PijSSPikSI

PS
−

∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)
PijSIPikSI

PS

(35)

0 = −2γPijII + β(| − ξij |)PijSI + β(|ξij |)PijIS + 2
∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)
PijSIPikSI

PS
(36)

を得る。ここで項
∑

k ̸=i,j β(| − ξik|)PikSI はどの iに着目するのかによって異なりまだ未知の値であ
ることに注意する。
ここで、平均場近似の値を用いて∑

k ̸=i,j

β(| − ξik|)PikSI ≈ 1

n

n∑
i=1

∑
k ̸=i,j

β(| − ξik|)PikSI ≈ γPI (37)

として近似する。この導出では、式 23の平衡状態から得られる関係式

0 = − 1

n

n∑
i=1

∑
j ̸=i

β(| − ξij |)PijSI + γPI (38)

を用いた。式 37における最初の近似は Sの周りにいる I の空間情報について平均場近似を適用した
ものである。次の近似は式 32による。
式 33 から 36 は行列の形式

−2γ PI

PS
γ γ 0

γ PI

PS
−γ − β − γ PI

PS
0 γ

γ PI

PS
−γ PI

PS
−γ − β γ

0 β + 2γ PI

PS
β −2γ




PijSS

PijSI

PijIS

PijII

 =


0

0

0

0

 (39)
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と書き直すことができる。 ここで β(|ξij |) = β(| − ξij |)は βとして表した。本来対称である PijSI =

PijIS を考慮すると、ここで導出した行列は、第 2行、3行、4行の第 2列、3列において非対称と
なっているが、これは今回採用したクロージャーによるものである。
この行列は以下のように係数を対称に与えた行列に書き直すことが出来る。

−2γ PI

PS
γ γ 0

γ PI

PS
−γ − β − γ PI

PS
0 γ

γ PI

PS
0 −γ − β − γ PI

PS
γ

0 β + γ PI

PS
β + γ PI

PS
−2γ

 (40)

どちらの行列も逆行列を持たない行列であり、どちらの行列からもペア確率の総和は 1であることを
用いると、ペア確率の平衡状態として同じ結果を得る。
最終的にペア確率の平衡解はペア i-j 間の距離 |ξij |の関数として与えられる。

PijSS =
γP 2

S

γ + β(|ξij |)PSPI
(41)

PijSI =
γPSPI

γ + β(|ξij |)PSPI
(42)

PijIS =
γPSPI

γ + β(|ξij |)PSPI
(43)

PijII =
γP 2

I + β(|ξij |)PSPI

γ + β(|ξij |)PSPI
(44)

平衡状態のペア確率に含まれる PS と PI はこの時点では未知であるものの、ここまでの解析に
より、

1. 点パターンの 2次構造はペア距離が大きくなると減衰してシングレット確率の平均場近似値の
積に収束する (PijSS → P 2

S、PijSI = PijIS → PSPI、PijII → P 2
I for |ξij | → ∞）。

2. 感染個体 I 同士は感染カーネル β(|ξij |)に応じて空間的に集中分布する（式 44の分子 γP 2
I +

β(|ξl|)PSPI の項）。

という定性的な性質を得る。
また式 42で得た PijSI を式 32に代入することで、PS と PI を具体的に求める式

γPI =
1

n

n∑
i=1

∑
j ̸=i

β(| − ξij |)PijSI

=
1

n

n(n−1)∑
l=1

β(| − ξl|)
γPSPI

γ + β(|ξl|)PSPI

(45)

を得る。ここで右辺 1行目の iと j ̸= iに関する和はすべてのペアに関する総和であり、右辺 2行目
の式では n(n− 1)個のすべての有向ペア ξl (l = 1, 2, · · · , n(n− 1))についての総和として表示した。
非負の PI > 0を求めるためには、この式を整理すると式

1 =
1

n

n(n−1)∑
l=1

β(| − ξl|)(1− PI)

γ + β(|ξl|)(1− PI)PI
(46)

を得る。
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ここでペア距離を r = |ξl|と表記すると、点パターンが CSR分布に従うとき、距離 rをもつペア
の分布は 2πrと有向ペアの総数 n(n− 1)に比例することから、式 46は

1 ≈ (n− 1)

∫ ∞

0

β(r)(1− PI)

γ + β(r)(1− PI)PI
2πrdr (47)

と近似的に記述することができる。
この式の右辺の積分は一般的な感染カーネル β(r)にかんして初等関数として導出できないため、一

般には PI を解析的に求めることは出来ない。しかし、式 47の右辺は PI = 0のときに (n− 1)β0/γ、
PI = 1のときに 0の値をもつ PI についての単調減少関数であることから、PI は式 47の唯一解とし
て数値的に求めることが出来る。
点パターンが CSRでない場合については、式 47の右辺を修正した

1 ≈ (n− 1)

∫ ∞

0

β(r)(1− PI)

γ + β(r)(1− PI)PI
2πrg(r)dr (48)

から PI を数値的に求めることが出来る。ここで g(r)は点パターン p(x)のペア相関関数であり、本
研究では、g(r) = 1 + aexp(−br)として与えてある（前述）。
ただし唯一解 PI をもつためには式 48 の右辺が PI = 0 の時 1 より大きくなければならない。

(n− 1)β0/γ > 1が成り立っていると仮定する時、唯一解を持つためのパラメータ条件を表 1にまと
める。

[表 1 about here.]

5 シミュレーション結果と力学系から導いた平衡状態との比較
5.1 点パターンが完全ランダムCSRの場合
まず最初に、点パターンがCSR分布である場合の SISダイナミクスを調べた結果について述べる。
図 8、図 9、図 10は、Gillespie algorithm を用いてシミュレーションした点パターン動態における

感染の拡がりが時間発展する様子を可視化した図である。ここでは、初めに n = 1000個の点を 2次
元空間上に CSR分布として構成し、うち 100個の点をランダムに選び I とした状態を初期条件とす
る。総感染力 β0、回復率 γ はそれぞれ固定し、β0 = 0.01、γ = 1である。回復率 γ は時刻 tの尺度
を変換することによって一般性を失うこと無く γ = 1とする。感染カーネルは、ガウス関数 (図 8)、
ステップ関数 (図 9)、指数関数 (図 10)の 3種類を用いた。状態 Sの点を青、状態 I の点を赤で示し、
感染範囲の目安 2σI を赤の円で示す。
感染距離が小さい (σI = 0.01)場合と大きい (σI = 0.02)場合で感染がどのように拡がるのかを調

べた。どちらの場合も十分時間が経った後 (t = 100)には、準定常状態となるが、両者の様相が大き
く異なっていることが図 8、図 9、図 10からわかる。感染距離が大きい (σI = 0.02)場合には I が空
間全体に拡がっている。一方で感染距離が小さい (σI = 0.01)場合には、I は空間全体に拡がりきら
ず、局所クラスターが何箇所か形成されている。このクラスターは一度形成されるとほとんど恒久的
に維持される（図 8における t＝ 10と t = 100の点パターンを見比べるとわかり易い)。

[図 8 about here.]

[図 9 about here.]

[図 10 about here.]
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図 11、図 12、図 13では、図 8、図 9、図 10に示した数値計算によって得られる点パターン動態と、
力学モデルから導出される 1次構造動態と 2次構造を比較している。左側のグラフは個体群ダイナ
ミクスを表していて、青色、赤色の線はそれぞれ S、I を表している。実線は t = 0から t = 100ま
での数値計算で得られる S、I 個体数を表している。点線は平衡状態にあるシングレット確率の空間
平均値から求めた個体密度 (⟨S∗⟩ = n⟨P ∗

S⟩, ⟨I∗⟩ = n⟨P ∗
I ⟩)であり、力学モデルから導出される。 各

図 11、12、13のグラフ cからわかる通り、感染距離が大きい (σI = 0.02)とき、力学的モデルから
導出される平衡解と非常に近い個体密度の値をとるようになる。
一方で感染距離が小さい (σI = 0.01)とき、I の個体数は力学系モデルから得られる平衡状態を大

きく下回る値をとる。この食い違いは用いる感染カーネル k(r)毎に異なっている。最も I が拡がら
ないのがステップ関数に従う場合で、初期個体数からの増加が見られない (図 9、12)。対してガウス
関数、指数関数に従う場合は感染の拡がりが確認でき、特に指数関数に従う場合はより伝播範囲が拡
大していることがわかる。
右側の図は、t = 100 における点パターンの空間分布を 2 節で定義したた相対ペア相関関数

(gSS(r), gSI(r) + gIS(r), gII(r)) を用いて定量的に示したグラフ（実線）と、力学系モデルから得
られる 2次構造動態の平衡解を二通りの方法で示したグラフ (点線と破線)を比較したものである。
黒色は点パターン全体の 2次構造情報を記述していて、ペア相関関数 g(r)に相当するものである。
青色、赤色、紫色はそれぞれ S-S、S-I+I-S、I-I ペアについてのグラフである。こちらも、感染距
離 σI が大きい (σI = 0.02)ときには、両者はよく合致しており、力学系モデルの 2次構造情報であ
るペア確率が数値計算で得られる空間分布を近似的によく記述できていることがわかる。力学系モデ
ルの導出 (3章)で導いたように、ペア確率の平衡解はシングレット確率の期待値を用いて記述して
いる。感染距離が小さい (σI = 0.01)ときに見られる破線は力学系モデルから導出されるシングレッ
ト確率を用いて導出したペア確率の平衡解のグラフで、点線は t = 100における個体密度を用いた平
衡状態のグラフである。ガウス関数と指数関数に従う感染カーネルの場合は、破線は実線とは異なっ
ていても、点線ではうまく合うようになることがわかる。このことから、力学系モデルの 2次構造の
平衡解は準定常状態にある点パターンの空間分布をうまく表せていることがわかる。一方でステッ
プ関数に従う感染カーネルの場合は点線と実線の値であってもうまく合わないことから、力学モデル
のペア確率が空間分布の様子をうまく表せていないことがわかる。

[図 11 about here.]

[図 12 about here.]

[図 13 about here.]

5.2 点パターンが集中分布の場合
次に、点パターンが集中分布である場合の SISダイナミクスを調べた結果について述べる。
図 14、図 15、図 16 では集中分布 (g(r) = 1 + a exp[−br], a > 0) する点パターンにおける t =

0, 30, 50, 100での I の拡がりを可視化している。CSR分布する点パターンの場合と同様に感染距離
が大きい (σI = 0.02)とき、I は空間全体に拡がり、小さいときは局所にクラスターを形成した状態
の準定常状態に収束する。特にステップ関数に従う感染カーネルの場合、局所クラスターの規模も小
さく、感染者 I の拡がりは見られない (図 15)。また、感染距離が大きい (σI = 0.02)時であっても、
集中分布の影響で、I は局所的に集中する傾向があり、感染を免れた S が存在する領域が見られる。
ただし、指数関数に従う k(r)の場合は σI = 0.02の場合空間全体に I が拡がっていることがわかる。

[図 14 about here.]
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[図 15 about here.]

[図 16 about here.]

図 17、図 18、図 19では図 14、15、16で確認した数値計算結果から得られる個体数と相対ペア相
関関数を、力学モデルのシングレット確率の期待値とペア確率の平衡状態から導出されるものと比較
している。左側のグラフは、数値計算と力学モデルの平衡解から導出される 1次構造の比較をしてい
る。感染カーネルがステップ関数に従う場合、σI = 0.01では感染者が初期個体数と変わらない個体
密度で推移しており、感染距離が大きい (σI = 0.02)場合であっても準定常状態にある I の個体密度
は力学モデルから得られる平衡状態の個体密度を下回る値であることがわかる (図 18)。一方で、感
染カーネルがガウス関数と指数関数に従う場合は、感染距離が十分大きければ (σI = 0.02)、I の個
体密度は平衡解から得られる密度と非常に近い値をとることがわかる (図 17、19)。特に、指数関数
の場合、小さい (σI = 0.01)感染距離であっても、感染個体 I の密度は大きく増大していることがわ
かる。
図 17、図 18、図 19の右側では相対ペア相関関数の値を数値的に得られる準定常状態とペア確率

密度の平衡解を用いて導出し、比較している。実線が数値的に得られる値、破線・点線が力学系モデ
ルから得られる値である。黒色は空間におけるペア相関関数、青色、赤色、紫色は S-S、S-I+I-S、
I-I ペアについての相対ペア相関関数である。3種類の感染カーネルについて感染距離が大きい場合
（σI = 0.02）には、両者はよく一致している。力学モデルの平衡解が準定常状態の空間分布をよく記
述できていることがわかる。
感染距離が小さい (σI = 0.01)時も、ペア確率の平衡解の値を数値計算の定常状態の個体密度の値

を用いればうまく合うようになることが、ガウス関数と指数関数の場合で確認出来る（図 17、19)。
ステップ関数の場合は、数値的に得られた個体密度を用いてもうまく合うようにならない。感染距離
が小さい (σI = 0.01)ときステップ関数の場合はうまく空間分布を力学モデルを用いて記述すること
はできないが、ガウス関数、指数関数の場合は記述できていることがわかる。

[図 17 about here.]

[図 18 about here.]

[図 19 about here.]

5.3 点パターンが過分散分布の場合
次に、点パターンが過分散である場合の SISダイナミクスを調べた結果について述べる。
図 20、図 21、図 22では点パターンが過分散 (g(r) = 1+ a exp[−br], a < 0)の場合について、感染

I がどのように拡がるのかを可視化している。感染距離が小さい (σI = 0.01)と他の分布 (CSR、集
中分布)に比べて、感染が拡がりにくい様子がわかる。特に感染カーネルがガウス関数、ステップ関
数の場合は I のクラスターの大きさが小さく、数も少ない (図 20、21)。感染カーネルが指数関数の
場合も I が拡がる速度が他の分布よりも遅い様子がわかる (図 20、21の t = 3の様子を比べると分
かりやすい)。しかし感染距離が大きい場合 (σI = 0.02)、どの感染カーネルにおいても感染 I が空間
全体に拡がっていることが確認出来る。

[図 20 about here.]

[図 21 about here.]

[図 22 about here.]
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図 23では図 20で確認した準定常状態と力学系モデルの平衡解を比較したグラフを示している。左
側は、青色、赤色の線はそれぞれ S、I の個体密度について表していて、実線が数値的に調べた場合
と破線が力学モデルのシングレット確率の期待値から得た場合である。
感染範囲が小さい σI = 0.01時、感染カーネルがガウス関数とステップ関数に従う場合、感染 I の

数値的に得られる準定常状態は力学モデルの平衡解から導出された平衡解を大きく下回っているこ
とがわかる (図 23、24)。感染距離が大きい (σI = 0.02)場合は、どの感染カーネルであっても数値的
に得られる準定常状態の個体密度の値と力学系モデルの 1次構造情報の平衡状態は非常によく合っ
ている。
右側は近似的ペア相関関数の値を数値的に得られる準定常状態とペア確率密度の平衡解を用いて導

出し、比較している (図 23、24、25の b, d)。実線が数値的に得られる値、破線・点線が力学系モデ
ルから得られる値である。黒色は空間におけるペア相関関数、青色、赤色、紫色は S-S、S-I+I-S、
I-I ペアについての相対ペア相関関数である。
感染距離が小さい (σI = 0.01)とき、力学モデルから導出した解がうまく合わない場合であって
も、感染カーネルがガウス関数、指数関数であれば数値的に得られる準定常状態の個体密度を用い
る (点線)とよく合うようになる。一方でステップ関数の場合はうまく合わない。ステップ関数の場
合はうまく空間分布を記述できていないことがわかる。3種類の感染カーネルは、感染距離が大きい
場合（σI = 0.02）には、両者はよく一致している。力学モデルの平衡解が空間分布をよく記述でき
ていることがわかる。

[図 23 about here.]

[図 24 about here.]

[図 25 about here.]

5.4 1次構造に関するまとめ
図 26では、定常状態のシングレット密度 ⟨I∗⟩が総感染力 β0に対してどのような値をとるのか示
している。β0が 0.001から 0.02の値をとるとき、定常状態の I の割合をシミュレーションから求め
た値を実線でつなげたグラフと、力学系モデルから解析的に得られる平衡状態のシングレット確率の
空間平均のグラフを重ねて表示している。黒色、青色、赤色はそれぞれ感染カーネルが、ガウス関
数、ステップ関数、指数関数の場合を表している。
上から CSR、集中、過分散分布の点パターンにおける結果を示してる。左側は感染距離が小さい

(σI = 0.01)場合、左側が大きい場合 (σI = 0.02)である。感染距離が小さい (σI = 0.01)場合には、
β0の値にかかわらず、数値計算結果と力学モデルの平衡解は一致していないことがわかる。ただし、
指数関数の場合は他の関数に比べてよく感染 I が拡大していることがわかる。また、感染距離が小さ
い (σI = 0.01)場合、用いる点パターンによって数値的に調べた感染の拡がり方が異なっている。過
分散分布の場合は小さい β0では I は拡がらず感染は速やかに減少する。特にステップ関数の場合は
大きい β0の値であっても感染の拡がりは確認できない。対して感染距離が大きい (σI = 0.02)場合、
力学系モデルは数値計算結果をよく記述できていることがわかる。ただし、過分散分布の場合小さい
β0 の時は数値的な感染が拡がりきらない様子が確認出来る。

[図 26 about here.]

図 27では、定常状態のシングレット密度 ⟨I∗⟩が感染範囲 σI に対してどのような値をとるのかを
調べている。σI が 0.001から 0.025の値をとるとき、定常状態の I の割合をシミュレーションから
求めた実線のグラフと、力学系モデルから得られるシングレット確率の空間平均をとったグラフを重
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ねて表示している。黒色、青色、赤色はそれぞれガウス関数、ステップ関数、指数関数の k(r)を表
している。
上から CSR、集中、過分散分布の点パターンにおける結果を示してる。すべての点パターンと感

染カーネルにおいて σI を大きくしていくと、解析結果が良く合うようになることがわかる。また、
どの点パターンで合っても指数関数、ガウス関数、ステップ関数の順で小さい σI に対して良く合う
ようなることがわかる。また、ステップ関数の場合は過分散分布の時、他の分布よりも大きな感染距
離 σI が感染を拡げるために必要であることがわかる。また、過分散分布における力学系モデルの平
衡解が他の分布において求まる値よりも小さいことがわかる。

[図 27 about here.]

6 基本再生産数の導出
基本再生産数R0は、少数の感染者が感受性個体からなる集団に侵入したときの 2次感染者数を表

すもので、具体的には、感染個体が感染状態にある期間に感染させた感受性個体数として計算され
る。数理疫学においてR0は、個体群における感染拡大の条件に関係する非常に重要な値として導出
されている。本節では点パターン SISモデルにおける R0 を導出する。
ここでは、n個の点のうち、1点のみが状態 I であり、残り n− 1個の点の状態はすべて Sである

状況を想定して R0を計算することを試みる。感染状態にある点 iが自分以外の n− 1個の感受性個
体に感染させることを仮定する。点 iからの感染による新たな感染者の数は

R0,i =

∑
j ̸=i β(| − ξij |)

γ
(49)

で与えられる。これはもちろん点 iの位置に依存する。
R0,i の空間平均 ⟨R0⟩は

⟨R0⟩ =
1

n

n∑
i=1

R0,i =
1

γn

n(n−1)∑
l=1

β(| − ξl|)

≈ n− 1

γ

∫ ∞

0

β(r)2πrg(r)dr =
β0(n− 1)

γ
(1 + aF (λ))

(50)

と求めることが出来る。ここで g(r) は注目する点パターンのペア相関関数であり、具体的には、
g(r) = 1 + aexp[−br]という関数型を仮定する。関数 F (λ)は感染カーネルに応じて定まる関数でそ
れぞれ

ガウス関数の場合 F (λ) = 1− λeλ
2

(1− erf(λ)) λ =

√
π

2
bσI (51)

ステップ関数の場合 F (λ) =
2

λ

(
1− e−λ

λ
− e−λ

)
λ = 2bσI (52)

指数関数の場合 　 F (λ) =
2

(
√
2 + λ)2

λ = bσI (53)

である。
点パターンが CSRである場合 (a = 0)、すべての感染カーネルに対して ⟨R0⟩は

⟨R0⟩ =
β0(n− 1)

γ
(54)

である。
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微分方程式を用いた力学系モデル（導入 1で示した SIRモデル、SISモデル）では、R0 > 1であ
ることが感染が定常化（平衡状態において感染人口が存在する）するための条件となる。即ち、

⟨R0⟩ > 1 ⇔ β0 > βc =
γ

n− 1
(55)

から、感染が拡大するための感染力の閾値 βc = γ/(n− 1)が得られる。
総個体数 nが十分多く (n ≫ 1)、n− 1 ≈ nと見なせば、⟨R0⟩ > 1となる β0 の条件はこれまで古

典的 SISで導出された条件と対応する
β0 >

γ

N
(56)

となる。ここでN = S + I は総個体密度である。
点パターンが CSR分布以外 (a ̸= 0)の場合、R0 は aF (λ)を用いて表され、F (λ)は R0 に特異的

であることが言える。感染カーネルがステップ関数や指数関数に従う場合、F (0) = 1、F (∞) = 0の
値をとり F (λ)は λ > 0に従い単調減少するが、ガウス関数に従う場合 F (λ)は単調な変化をせず、
F (0) = 1の値を取り λが 0から増加していくに従い減少する。しかし λ > 0.782であれば F (λ)は
λの値に従って増加し F (∞) = 1の値をとる。
そのため、点パターンが集中分布している場合（a > 0）、ステップ関数や指数関数に従う感染カーネ

ルのR0は大きくなるがガウス関数の場合はそうとも言えない。同様にして、点パターンが過分散分布
(a < 0)の場合、ステップ関数、指数関数の場合R0は小さくなるが、ガウス関数の場合はそうとは限ら
ない。このことは、ネットワーク構造上での感染伝播で議論されていたSがどのように Iに囲まれてい
るかでR0が特異的に決まることを表した結果であると言える [29][42][50][51][52][43][40][41][53][54]。
しかしながら、本論文で取り組んだ空間構造を考慮した数理疫学モデルにおいて基本再生産数 R0

の解釈には注意が必要である。先行研究 [42]や [55]では、ネットワーク上での感染伝播において個体
ベースの観点からR0を導出している。 また点パターンにおけるR0の導出も行われている [27][43]。
局所的な相互作用を考慮する場合、感染開始直後は I の周りに S が多く存在しているが、感染が拡
大することで周辺の S が I となることより、距離を考慮しない平均場近似を用いた場合よりも感染
が空間全体に拡がる速度が遅くなることが知られている。また、感染源となる初期の I がどこに位置
するのかによっても、感染の拡がり方は異なる。点パターン SISモデルにおいて、平均値 ⟨R0⟩が 1

を超えても必ずしも 1点における R0,i > 1を意味していないのである。局所的に個体の集中する場
所に位置すれば、感染力が小さくても空間全体に感染を拡げることができる。一方で、個体がまばら
な場所に位置していれば感染力が十分大きい場合であっても空間全体に感染を及ぼすことはできな
い。空間構造におけるR0の値を定量的に調べることは未だに未解決の問題である、今後の研究が待
たれるところである。

7 議論
本論文では、古典的 SISモデルを拡張し、空間構造を陽に考慮する点過程としての SIS点パター
ン動態モデルを解析した。今回解析したモデルでは点パターンを構成する各点は移動しないことを
仮定しているため、植物などの固着性生物の感染症の伝播への応用が期待される [26][27][56]。
感染症の点パターン動態にかんしては、シングレット確率ならびにペア確率に注目した力学モデル
に関するいくつかの先行研究がある [27][29][42][43][40][41]。今回の研究は先行研究と同じアプローチ
に基づく研究ではあるが、感受性個体 S と感染個体 I の空間分布の平衡状態に注目した解析を行っ
た。力学系モデルには 3次構造のトリプレット確率が力学モデルに含まれるが、単純なクロージャを
用いることによって、ペア間距離の関数としてのペア確率の平衡解を解析的に導出することができ
た。導出した式 27の平衡解 PII の項における β(r)PSPI から、感染個体は感染カーネルに従って空
間的に集中して分布することが明らかになった (ここでの PS , PI は期待値または数値的に計上され
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る個体密度を表している)。感染率は感染者からの距離に応じて決まることから、このような結果は
直感的にも自然なことである。
シミュレーションとの比較の結果、感染範囲 σI が十分大きければ、3種類の感染カーネル、3種類

の点分布において力学モデルの平衡解は数値的に得られる準定常状態とよく合致することが明らか
になった。しかしながら σI が小さいと両者は大きく異なることが明らかになった (図 27)。シミュ
レーションで求めた I の割合は力学系モデルかから導出される PI の値を大きく下回っている。3つ
の感染カーネルの中で最も不一致が大きかったのはステップ関数に従う感染カーネルの場合である。
感染範囲 σI が小さい場合における数値計算と力学系モデルの不一致は、Gilbert disk モデルの名

前で知られる連続空間上のパーコレーション理論で説明することができる。2次元空間上で一様なポ
アソン過程に従って位置している多数の円盤 (disk)を考えた時、全ての円盤が空間上で互いに繋がる
（重なり合う）円盤半径には閾値が存在することが示されている [57][58]。閾値である円盤の半径 rc

は nπr2c ≈ 4.51であることが算出されている [59]。 今回行っている数値計算での個体数は n = 1000

なので rc = 0.0379である。
本モデルでは、ステップ関数に従う感染カーネルにおける 2σI がGilbert disk モデルにおける円盤

半径にあたることから感染が空間全体に及ぶためには 2σI > rcつまり、感染範囲 σI > 0.01895 · · · の
時であることがわかる。これは実際の数値実験においても確認できる (図 27)。これは定性的に理論
的に導出した rcとよく合っている。今回解析した点パターン動態は確率論的であるが、Gilbert disk

モデルと比較して考察することが出来よう。感染範囲 σI が小さい時のシミュレーションと力学モデ
ルとの不一致は、パーコレーション理論と関連すると考えられる。今回の解析では点の数 n = 1000

は定数値を用いたが、点の数はシミュレーションにおける 1次構造ならびに 2次構造の平衡状態に
大きく影響すると考えられる。パーコレーション理論と平衡状態にあるペア確率との関連は今後も
議論を深めていく余地がある。
n個の点から構成される 2次元空間上の点パターンは、各点の座標 (x, y)を位置情報として持つ高

次元量として表される。1次構造量である点の個数は、いわゆる空間構造を無視した個体群密度の平
均場近似として用いられる。1次構造のみでは点の空間配置を定量化することは出来ないが、2次構
造量であるペア間距離に注目することで点がどのように分布しているのかを理解することができる
[30][36][37][38][39]。図 7で示すように、トリプレットはシングレット、ペアとの空間分布を考える
と階層的に現れる。
注目する階層をシングレット確率、ペア確率、トリプレット確率 · · · として空間的な複雑性を階層

的に記述した系をマスター方程式に基づいて記述する方法が確立されている [40][41]。シングレット
確率とペア確率のダイナミクスは一定の点パターン (点の生成、消滅、移動を仮定しない)における
確率過程の SIS点パターン動態に応用することができる。この動態を閉じた形にするには、含まれ
ている高次の項を低次の項を用いて近似する必要がある。本研究では、トリプレットの項をシング
レットとペアを用いて簡素に近似するモーメントクロージャーを採用することにより、平衡解を解析
的に導出することに成功した。トリプレットの近似方法は他にも幾つかある [29][40][41][46][60][53]。
しかしながら今の所トリプレットが持っている空間上の情報をどのように近似できるのかについて
は、未解決である [31]。空間的な複雑性をどのように単純化して捉えることができるのかについては
さらなる議論の余地がある [13]。
今回は出生・死亡を無視した条件下の点パターン動態を取り扱った。もし出生や死亡と言った点

の数が動的に変化する点パターン動態を考慮するのであれば、各点ならびに各ペアの状態確率の力
学系としてのマスター方程式の手法は適用困難になると思われる。その場合、マスター方程式によ
らない数理的手法を採用する必要がある [44][45][46][13][49]。この場合でも点密度の動態にペア密度
が、ペア密度の動態にトリプレット密度が現れ、何らかの形でトリプレット密度を低次構造の密度で
近似するモーメント近似を採用する必要がある。他方で、Ovaskainenらはモーメント近似を必要と
しない摂動法を用いたアプローチを展開している [61][62]。空間個体群動態を点パターンとして記述
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する数理的方法の解析についてはさらなる発展が求められる。
本研究では、空間全体の感染の広がりを理解するために基本再生産数の平均値 ⟨R0⟩を導出した。

⟨R0⟩ > 1は少なくともある 1つの点 iは感染拡大の足がかりになるような基本再生産数を持ってい
ることを意味しているが、すべての点について、言えることであるとは限らない。他方で ⟨R0⟩ < 1

は多くの点が感染拡大させることができる基本再生産数を持たないことを意味していて、R0,i > 1で
あるような点 iが存在しうることを排除しないため、必ずしも感染が広がらないことを意味している
わけではない。確率論的な個体群動態は個体の数として非負の整数を取る。多くの場合感染者がい
なくなることがなくてもゼロとなる可能性がある [1][10][38][55][42]。空間確率モデルにおける基本再
生産数の解釈にはさらなる研究が必要である。
多くの数理疫学モデルはネットワークのモデルとして拡張されてきた [11][50][63]。今回取り組ん

だ点パターン SISモデルもネットワークモデルの 1つである。n個の点から構成される完全グラフ上
での感染動態であるが、感染率が距離に依存する点で従来のネットワーク上の感染モデルとは異な
る。これまで研究されてきたネットワークモデルはネットワークのトポロジー、つまり、点同士がど
のようにつながっているか？、に焦点を当てて研究されてきた [40][41][60][51][64]。生態学において
は、2個体間の距離に応じて互いの作用が強くなるような局所的な相互作用は極めて理にかなってい
ると言える [12][19][20][26]。従来のネットワークモデルに距離の概念を考慮した解析が今後必要とな
ると思われる。
距離に基づいた相互作用は自然界における相互作用を行う生態学として普遍的である。距離の効

果に着目した理論研究については今後さらに発展し、多くのことが明らかになっていくことが考えら
れる。
導入でも触れたが様々な方法で空間構造を持つ個体群動態を調べることができる。中でも個体群

の空間分布を点パターン動態として捉えて解析することは空間生態学を研究する上で有望な方法で
あることを重ねて述べる。
最後に、今回、ペア確率の平衡解をシングレット確率の期待値と感染カーネルを用いた簡潔な形

式で導出できたことは貴重な成果であると考えている。感染範囲が小さいときには、1次構造である
準定常状態にある Sと I の個体数と力学モデルから導出されるシングレット確率の空間平均 ⟨PS⟩と
⟨PI⟩は大きく異なる結果となったが、2次構造であるペア確率を用いた近似的ペア相関関数は感染範
囲が小さくても定量的によく合致している結果となった。このことは、定常状態に達していることを
仮定すれば、実証的に得られる点パターンの空間分布から感染カーネルの関数形式 k(r)を推定でき
る可能性を示唆している。

8 今後の展望
本研究で取り組んだ点パターン SISモデルでは、点（個体）の位置が固定されており、植物のよう

な固着性の生物集団の感染症が想定されている。各個体が移動をする動物個体の場合、各点が一定の
ルールで移動することになる。点の移動（たとえばランダム拡散）を許した場合の点パターン動態
（各点の状態変化と各点の空間移動）がどのようになるかは興味深い。ランダム拡散を許す場合、感
受性個体と感染個体の空間移動が全く同一であれば、初期分布によらず最終的には全ての個体が完全
ランダム CSR分布するに至り、今回導いた結果が適用できる可能性がある。しかし、感染状態が異
なる個体が異なった空間移動をする場合、点パターン動態がどのようになるかは非常に興味深い問題
である。今後解析すべき課題である。
また、点パターン動態として古典的 SIRモデルを拡張することも考えられる。この場合、各点は

S、I、Rの 3つの状態をとり、可能なペアは 6通りとなる。出生死亡を考慮しない古典的 SIRモデ
ルでは最終的には感染症は終結し、一定数の感受性人口 S∗と隔離人口R∗が残る状態に収束するが、
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点パターン動態では、一度感染した隔離人口 Rがどのような空間分布を示すかが興味深い課題とな
ろう。今後研究の進展が待たれる課題である。
本研究では 2次元空間上の点パターンを想定したが、今回用いた数理的手法は 3次元空間などよ

り高次空間上の点パターン解析にもそのまま適用可能である。具体例として、立体構造を示す細胞集
団において各細胞の位置座標を 3次元空間上の点 (x, y, z)として表現し、細胞間の感染が距離に依存
して起こる過程が挙げられる。この場合、全てのペアに関する総和、例えば

∑n(n−1)
l β(| − ξl|)は、

距離 rに関する積分
∫∞
0

β(r)4πr2g(r)drで近似することになる（g(r)は 3次元点パターンのペア相
関関数）。体内での細胞感染動態などへの応用が考えられる。
点パターン SISモデルでの感染と回復は、個体を局所的な生息場所（パッチ）とみなし、ある種が

生息するパッチから空き地のパッチへの移入（感染）とあるパッチでのその種の局所的な絶滅（回
復）が起こるメタポピュレーション Metapopulation 動態と同一である。複数パッチが空間上に様々
な空間分布をしている場合、系全体で特定の種が生息するパッチの分布は保全生物学の観点から非常
に重要な問題である。今回取り組んだ点パターン動態の研究は、個体間の距離に着目して相互作用
を調べる空間生態学の側面がある。これと全く同じ手法で空間メタポピュレーションの解析が可能
となる。空間生態学における局所的な相互作用の重要性は広く知られている [12][13][19][20][26][37]。
今回用いた手法を空間生態学一般へと拡張することが期待できる。
点パターンとして捉えるアプローチは空間生態学の研究において非常に有効であると我々は考え

ている。
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表 1: 平均場近似の平衡解 PI > 0が唯一存在する条件

27



図 目 次
1 格子モデル：5× 5の 2次元格子空間上の各格子は 0もしくは +のどちらかの状態を

とり、各格子の状態は、隣接する格子の状態に依存して確率的に変化することを仮定
する。SISモデルの場合、0が感受性状態、+が感染状態を表す。 . . . . . . . . . . 32

2 ペア相関関数 g(r) = 1+aexp[−br]に従う 3つの点パターンの例：(a) CSR分布 (a = 0)、
(b)集中分布 (a = 1, b = 80)、(c)過分散分布 (a = −0.7, b = 80)。Metropolis-Hasting

Algorithmを用いて点パターンを生成した。点の総数 n = 1000。 . . . . . . . . . . 33

3 図 2に示した点パターンのペア相関関数。a) CSR分布 (a = 0)、(b) 集中分布 (a =

1, b = 80)、(c) 過分散分布 (a = −0.7, b = 80)。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4 点パターン上の感染：注目する S は周囲の I 個体から感染して I となる。S 個体を
青、I 個体を赤で示す。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5 3つの感染カーネル k(r)の関数型。黒色がガウス関数、青色がステップ関数、赤色が
指数関数。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

6 イベント（感染または回復）の決定方法。E = R × U [0, 1)の値に応じてどの個体が
感染または回復するかを決定する。ここで、Rは各個体の変化率の総和、U [0, 1)は 0

から 1の一様乱数。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

7 シングレットとペアの遷移図。シングレット i, j, kは円で示している (状態 Sは青色、
I は赤色)。ペア i-jは長方形で示す。シングレット iは I からの感染によって感染し、
回復率 γ で回復する。感染・回復の遷移は点線の矢印で示されている。ペア i-j が他
の状態に遷移するには、ペアの S点が感染によって Iになり、Iである点は回復によっ
て Sになることが矢印で示されている。感染はペア間もしくは第 3者である状態 I の
点 kからの感染によって起こる。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

8 CSR 分布する点パターン (g(r) = 1) における S、I の時間発展の様子 (左から t =

0, 3, 10, 100)を表している。青、赤の点はそれぞれ S、I を表している。感染カーネル
k(r)はガウス関数。感染は I を起点とした等方向の範囲に及び、有効感染範囲 Aは
半径 2σI の赤い円内である。a)は σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。総個体数
n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。 . . . . . . . . . . . . . . . . 39

9 CSR分布する点パターン (g(r) = 1)における時間発展の様子 (左から t = 0, 3, 10, 100)

を表している。感染カーネル k(r)はステップ関数。Sは青色の点で I は赤色で表して
いる。I を囲む半径 2σI の赤い円内が感染有効範囲 Aである。a)は σI = 0.01、b)は
σI = 0.02の時である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。 40

10 CSR分布する点パターン (g(r) = 1)における時間発展の様子 (左から t = 0, 3, 10, 100)

を表している。感染カーネル k(r)は指数関数。S は青色の点で I は赤色で表してい
る。I を囲む半径 2σI の赤い円内が感染有効範囲 Aである。a)は σI = 0.01、b)は
σI = 0.02の時である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。 41

28



11 点パターンが CSR分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1で与えられる場合）の 1

次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カー
ネル k(r)がガウス関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02。1次
構造を表すグラフ a, c の青、赤色はそれぞれ S、I を表している。実線は t = 0か
ら t = 100までのシミュレーションにおける個体群動態を表している。破線は力学モ
デルから導出されるシングレット確率から得られる期待値の平衡解から求まる個体数
(n⟨PS⟩、n⟨PI⟩)を表す。グラフ b, dは 2次構造から導出されるペア相関関数である。
各点が S または I の状態であることから、算出される相対ペア相関関数は gSS(r)、
gSI(r)(= gIS(r))、gII(r)であり、それぞれ青、紫、赤色の線である。黒色は点パター
ンのペア相関関数 g(r) (= gSS(r)+ gSI(r)+ gIS(r)+ gII(r))である。実線は t = 100

でのシミュレーション結果を用いて導出した相対ペア相関関数である。破線・点線は
力学系モデルで得られる平衡状態のペア確率を用いて導出した相対ペア相関関数であ
る。ただし、ペア確率の平衡解に含まれるシングレット確率の期待値がそれぞれ異な
る。破線は力学モデルから導出される空間平均値（PI、PS）を用いたもの、点線は
シミュレーションの t = 100における個体数から得られるものを用いている。b)は
σI = 0.01、d)は σI = 0.02である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復
率 γ = 1である。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

12 点パターンが CSR分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1で与えられる場合）の 1

次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カー
ネル k(r)がステップ関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02。他は
同上。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

13 点パターンが CSR分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1で与えられる場合）の 1

次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネ
ル k(r)が指数関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02。他は同上。 44

14 集中分布する点パターン (g(r) = 1 + exp[−80r]))における S、I の時間発展の様子
(左から t = 0, 3, 10, 100)。青、赤の点はそれぞれ S、I を表している。感染カーネル
k(r)はガウス関数。感染は I を起点とした等方向の範囲に及び、有効感染範囲 Aは
半径 2σI の赤い円内である。a)は σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。総個体数
n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。 . . . . . . . . . . . . . . . . 45

15 集中分布する点パターン (g(r) = 1 + exp[−80r]) における時間発展の様子 (左から
t = 0, 3, 10, 100)。感染カーネル k(r)はステップ関数。S は青色の点で I は赤色で表
している。I を囲む半径 2σI の赤い円内が感染有効範囲 Aである。a)は σI = 0.01、
b)は σI = 0.02の時である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1

である。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

16 集中分布する点パターン (g(r) = 1 + exp[−80r]))における時間発展の様子 (左から
t = 0, 3, 10, 100)。感染カーネル k(r)は指数関数。S は青色の点で I は赤色で表して
いる。I を囲む半径 2σI の赤い円内が感染有効範囲 Aである。a)は σI = 0.01、b)は
σI = 0.02の時である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。 47

17 点パターンが集中分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1+exp[−80r])で与えられる
場合）の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。
感染カーネル k(r)がガウス関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02. 48

18 点パターンが集中分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1+exp[−80r])で与えられる
場合）の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感
染カーネル k(r)がステップ関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02. 49

29



19 点パターンが集中分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1+exp[−80r])で与えられる
場合）の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。
感染カーネル k(r)が指数関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02. 50

20 過分散分布する点パターン (g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])における S、I の時間発展の様
子 (左から t = 0, 3, 10, 100)。青、赤の点はそれぞれ S、I を表している。感染カーネ
ル k(r)はガウス関数。感染は I を起点とした等方向の範囲に及び、有効感染範囲 A

は半径 2σI の赤い円内である。a)は σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。総個体
数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。 . . . . . . . . . . . . . . . 51

21 過分散分布する点パターン (g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])における時間発展の様子 (左か
ら t = 0, 3, 10, 100)。感染カーネル k(r)はステップ関数。S は青色の点で I は赤色で
表している。Iを囲む半径 2σI の赤い円内が感染有効範囲Aである。a)は σI = 0.01、
b)は σI = 0.02の時である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1

である。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

22 過分散分布する点パターン (g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])における時間変化。感染カー
ネル k(r)はそれぞれガウス関数 (a、b)、指数関数 (c、d)、ステップ関数 (e、f)に従っ
ている。左から t = 0, 3, 10, 100の点パターンを可視化した。Sは青色の点で I は赤色
で表している。感染有効範囲 Aは半径 2σI の赤い円内である。a),c),e)は σI = 0.01、
b)d)f)は σI = 0.02の時である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率
γ = 1とした。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

23 点パターンが過分散分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])で与え
られる場合）の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア
確率）。感染カーネル k(r)がガウス関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は
σI = 0.02。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

24 点パターンが過分散分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])で与え
られる場合）の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア
確率）。感染カーネル k(r)がステップ関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は
σI = 0.02。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

25 点パターンが過分散分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])で与
えられる場合）の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペ
ア確率）。感染カーネル k(r)が指数関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は
σI = 0.02。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

26 総感染力 β0と平衡状態のシングレット確率の空間平均 PI の関係。点をつないだ実線
は t = 100でのシミュレーション結果から得られる Iの比率である。点線は力学モデル
から解析的に導出されるシングレット確率の空間平均 ⟨PI⟩である。上から、CSR分布
(a, b)、集中分布 (g(r) = 1+exp[−80r]) (c, d)、過分散分布 (g(r) = 1−0.7exp[−80r])

(e, f)の点パターン場合について調べている。感染カーネルが、ガウス関数、ステッ
プ関数、指数関数に従う場合それぞれ黒、青、赤色である。左側のグラフ (a, c, e)は
感染距離 σI = 0.01の場合、右側のグラフ (b, d, f)は σI = 0.02の場合である。総個
体数 n = 1000、回復率 γ = 1。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

30



27 感染距離 σI (0.001 ∼ 0.025)と平衡状態における 1次構造 PI の関係。点をつないだ実
線は t = 100でのシミュレーション結果から得られる I の比率である。点線は力学モ
デルから導出されるシングレット確率の期待値 ⟨PI⟩である。上から、CSR分布 (a)、
集中分布 (g(r) = 1+exp[−80r])(b)、過分散分布 (g(r) = 1− 0.7exp[−80r])(c)の点パ
ターン場合について調べている。感染カーネルが、ガウス関数、ステップ関数、指数関
数に従う場合それぞれ黒、青、赤色である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、
回復率 γ = 1。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

31



0 0 0 0 0

0 + + 0 0

0 + 0 0 0

0 0 + 0 0

0 0 0 0 0

図 1: 格子モデル：5× 5の 2次元格子空間上の各格子は 0もしくは+のどちらかの状態をとり、各格
子の状態は、隣接する格子の状態に依存して確率的に変化することを仮定する。SISモデルの場合、
0が感受性状態、+が感染状態を表す。
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(c)Over-dispersed(b)Clumped(a)CSR

図 2: ペア相関関数 g(r) = 1 + aexp[−br]に従う 3つの点パターンの例：(a) CSR分布 (a = 0)、(b)

集中分布 (a = 1, b = 80)、(c) 過分散分布 (a = −0.7, b = 80)。Metropolis-Hasting Algorithmを用
いて点パターンを生成した。点の総数 n = 1000。
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(a)

(b)

(c)

r

g(r)

図 3: 図 2に示した点パターンのペア相関関数。a) CSR分布 (a = 0)、(b) 集中分布 (a = 1, b = 80)、
(c) 過分散分布 (a = −0.7, b = 80)。
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Blue : Susceptible

Red : Infectious

β(|ξ|)S

I

図 4: 点パターン上の感染：注目する S は周囲の I 個体から感染して I となる。S 個体を青、I 個体
を赤で示す。
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図 5: 3つの感染カーネル k(r)の関数型。黒色がガウス関数、青色がステップ関数、赤色が指数関数。
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t

0 R

S → I
· · ·

I → S

· · ·

E

図 6: イベント（感染または回復）の決定方法。E = R × U [0, 1)の値に応じてどの個体が感染また
は回復するかを決定する。ここで、Rは各個体の変化率の総和、U [0, 1)は 0から 1の一様乱数。
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図 7: シングレットとペアの遷移図。シングレット i, j, kは円で示している (状態 S は青色、I は赤
色)。ペア i-j は長方形で示す。シングレット iは I からの感染によって感染し、回復率 γ で回復す
る。感染・回復の遷移は点線の矢印で示されている。ペア i-j が他の状態に遷移するには、ペアの S

点が感染によって I になり、I である点は回復によって S になることが矢印で示されている。感染
はペア間もしくは第 3者である状態 I の点 kからの感染によって起こる。
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t = 0 t = 3 t = 10 t = 100a)

t = 0 t = 3 t = 10 t = 100b)

図 8: CSR分布する点パターン (g(r) = 1)における S、I の時間発展の様子 (左から t = 0, 3, 10, 100)

を表している。青、赤の点はそれぞれ S、I を表している。感染カーネル k(r)はガウス関数。感染は
Iを起点とした等方向の範囲に及び、有効感染範囲Aは半径 2σI の赤い円内である。a)は σI = 0.01、
b)は σI = 0.02の時である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。
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t = 0 t = 3 t = 10 t = 100a)

t = 0 t = 3 t = 10 t = 100b)

図 9: CSR分布する点パターン (g(r) = 1)における時間発展の様子 (左から t = 0, 3, 10, 100)を表し
ている。感染カーネル k(r)はステップ関数。S は青色の点で I は赤色で表している。I を囲む半径
2σI の赤い円内が感染有効範囲 Aである。a)は σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。総個体数
n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。
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t = 0 t = 3 t = 10 t = 100a)

t = 0 t = 3 t = 10 t = 100b)

図 10: CSR分布する点パターン (g(r) = 1)における時間発展の様子 (左から t = 0, 3, 10, 100)を
表している。感染カーネル k(r)は指数関数。S は青色の点で I は赤色で表している。I を囲む半径
2σI の赤い円内が感染有効範囲 Aである。a)は σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。総個体数
n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。
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図 11: 点パターンが CSR 分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1 で与えられる場合）の 1 次構
造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネル k(r)がガウス
関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02。1 次構造を表すグラフ a, c の青、赤
色はそれぞれ S、I を表している。実線は t = 0 から t = 100 までのシミュレーションにおける
個体群動態を表している。破線は力学モデルから導出されるシングレット確率から得られる期待値
の平衡解から求まる個体数 (n⟨PS⟩、n⟨PI⟩)を表す。グラフ b, dは 2次構造から導出されるペア相
関関数である。各点が S または I の状態であることから、算出される相対ペア相関関数は gSS(r)、
gSI(r)(= gIS(r))、gII(r)であり、それぞれ青、紫、赤色の線である。黒色は点パターンのペア相関
関数 g(r) (= gSS(r) + gSI(r) + gIS(r) + gII(r))である。実線は t = 100でのシミュレーション結果
を用いて導出した相対ペア相関関数である。破線・点線は力学系モデルで得られる平衡状態のペア
確率を用いて導出した相対ペア相関関数である。ただし、ペア確率の平衡解に含まれるシングレッ
ト確率の期待値がそれぞれ異なる。破線は力学モデルから導出される空間平均値（PI、PS）を用い
たもの、点線はシミュレーションの t = 100における個体数から得られるものを用いている。b)は
σI = 0.01、d)は σI = 0.02である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。
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図 12: 点パターンが CSR分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1で与えられる場合）の 1次構造
（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネル k(r)がステップ関
数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02。他は同上。
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図 13: 点パターンが CSR分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1で与えられる場合）の 1次構造
（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネル k(r)が指数関数に
従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02。他は同上。
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t = 0 t = 3 t = 10 t = 100a)

t = 0 t = 3 t = 10 t = 100b)

図 14: 集中分布する点パターン (g(r) = 1 + exp[−80r])) における S、I の時間発展の様子 (左か
ら t = 0, 3, 10, 100)。青、赤の点はそれぞれ S、I を表している。感染カーネル k(r)はガウス関数。
感染は I を起点とした等方向の範囲に及び、有効感染範囲 Aは半径 2σI の赤い円内である。a)は
σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1で
ある。
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t = 0 t = 3 t = 10 t = 100a)

t = 0 t = 3 t = 10 t = 100b)

図 15: 集中分布する点パターン (g(r) = 1 + exp[−80r]) における時間発展の様子 (左から t =

0, 3, 10, 100)。感染カーネル k(r)はステップ関数。Sは青色の点で I は赤色で表している。I を囲む
半径 2σI の赤い円内が感染有効範囲 Aである。a)は σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。総個
体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。
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t = 0 t = 3 t = 10 t = 100a)

t = 0 t = 3 t = 10 t = 100b)

図 16: 集中分布する点パターン (g(r) = 1 + exp[−80r])) における時間発展の様子 (左から t =

0, 3, 10, 100)。感染カーネル k(r)は指数関数。Sは青色の点で I は赤色で表している。I を囲む半径
2σI の赤い円内が感染有効範囲 Aである。a)は σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。総個体数
n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。
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図 17: 点パターンが集中分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1 + exp[−80r])で与えられる場合）
の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネル k(r)が
ガウス関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02.
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図 18: 点パターンが集中分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1 + exp[−80r])で与えられる場合）
の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネル k(r)が
ステップ関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02.
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図 19: 点パターンが集中分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1 + exp[−80r])で与えられる場合）
の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネル k(r)が
指数関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02.
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t = 0 t = 3 t = 10 t = 100a)

t = 0 t = 3 t = 10 t = 100b)

図 20: 過分散分布する点パターン (g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])における S、I の時間発展の様子 (左か
ら t = 0, 3, 10, 100)。青、赤の点はそれぞれ S、I を表している。感染カーネル k(r)はガウス関数。
感染は I を起点とした等方向の範囲に及び、有効感染範囲 Aは半径 2σI の赤い円内である。a)は
σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1で
ある。
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t = 0 t = 3 t = 10 t = 100a)

t = 0 t = 3 t = 10 t = 100b)

図 21: 過分散分布する点パターン (g(r) = 1 － 0.7exp[−80r]) における時間発展の様子 (左から
t = 0, 3, 10, 100)。感染カーネル k(r)はステップ関数。S は青色の点で I は赤色で表している。I を
囲む半径 2σI の赤い円内が感染有効範囲 Aである。a)は σI = 0.01、b)は σI = 0.02の時である。
総個体数 n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1である。
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t = 0 t = 3 t = 10 t = 100a)

t = 0 t = 3 t = 10 t = 100b)

図 22: 過分散分布する点パターン (g(r) = 1 － 0.7exp[−80r]) における時間変化。感染カーネル
k(r) はそれぞれガウス関数 (a、b)、指数関数 (c、d)、ステップ関数 (e、f) に従っている。左から
t = 0, 3, 10, 100の点パターンを可視化した。S は青色の点で I は赤色で表している。感染有効範囲
Aは半径 2σI の赤い円内である。a),c),e)は σI = 0.01、b)d)f)は σI = 0.02の時である。総個体数
n = 1000、総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1とした。
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図 23: 点パターンが過分散分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])で与えられる
場合）の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネル
k(r)がガウス関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02。
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図 24: 点パターンが過分散分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])で与えられる
場合）の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネル
k(r)がステップ関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02。
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図 25: 点パターンが過分散分布する場合（ペア相関関数が g(r) = 1－ 0.7exp[−80r])で与えられる
場合）の 1次構造（個体数）の動態と、平衡状態における 2次構造（相対ペア確率）。感染カーネル
k(r)が指数関数に従う場合。a), b) は σI = 0.01、c), d) は σI = 0.02。
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図 26: 総感染力 β0と平衡状態のシングレット確率の空間平均 PIの関係。点をつないだ実線は t = 100

でのシミュレーション結果から得られる I の比率である。点線は力学モデルから解析的に導出される
シングレット確率の空間平均 ⟨PI⟩である。上から、CSR分布 (a, b)、集中分布 (g(r) = 1+exp[−80r])

(c, d)、過分散分布 (g(r) = 1−0.7exp[−80r]) (e, f)の点パターン場合について調べている。感染カー
ネルが、ガウス関数、ステップ関数、指数関数に従う場合それぞれ黒、青、赤色である。左側のグラ
フ (a, c, e)は感染距離 σI = 0.01の場合、右側のグラフ (b, d, f)は σI = 0.02の場合である。総個体
数 n = 1000、回復率 γ = 1。
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図 27: 感染距離 σI (0.001 ∼ 0.025)と平衡状態における 1次構造 PI の関係。点をつないだ実線は
t = 100でのシミュレーション結果から得られる I の比率である。点線は力学モデルから導出される
シングレット確率の期待値 ⟨PI⟩である。上から、CSR分布 (a)、集中分布 (g(r) = 1+exp[−80r])(b)、
過分散分布 (g(r) = 1 − 0.7exp[−80r])(c)の点パターン場合について調べている。感染カーネルが、
ガウス関数、ステップ関数、指数関数に従う場合それぞれ黒、青、赤色である。総個体数 n = 1000、
総感染力 β0 = 0.01、回復率 γ = 1。
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